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Introduction Générale.




Introduction générale

Les processus dynamiques sont souvent modélisés par des équations différentielles, du fait
que les équations, décrivant un phénomeéne quelconque caractérisé par une ou plusieurs
variables d’état, dépendent contintiment du temps.

En réalité, peu de systéemes sont modélisés par des équations linéaires ; en électronique,
par exemple, les circuits linéaires ne peuvent remplir toutes les fonctions désirées par
I'ingénieur, dés lors que les effets non linéaires sont indispensables pour assurer la ma-
jorité des fonctions. En général, les modéles non linéaires sont innombrables et restent le
plus souvent inclassables ; en effet, ils présentent des effets complexes et surprenants tels
que les bifurcations, le chaos. Les scientifiques ne disposent pas de techniques générales
adéquates pour les traiter ; on parvient cependant par construction ou par certains choix,
de rester dans le domaine de comportement linéaire. Le modele linéarisé est trés séduisant
par la simplicité des calculs, cela malheureusement n’est qu’une approximation qui en-
gendre en contre partie un désavantage évident.

Un des aspects qualitatifs les plus importants des systémes dynamiques est leur com-
portement asymptotique, c’est-a-dire le comportement des solutions lorsque le temps
tend vers l'infini ; ce concept qui est directement lié¢ a la stabilité, a fait I'objet d’une
recherche abondante depuis la fin du X 1X®"¢ siécle. Son importance réside dans le fait
que la notion de la stabilité est commune & plusieurs domaines, d’une part, et d’'un point
de vue technique, la stabilité est nécessaire au fonctionnement des engins.

Dans le cas d’'un modéle linéaire, les critéres de la stabilité étant déja anciens, le probleme
reste posé pour les modeéles non linéaires, I’approximation par linéarisation, représentant
l’astuce la plus proche a ’esprit, n’est pas toujours justifiée et donne dans certaines sit-
uations une fausse description du systéme non linéaire, 1’élaboration des théorémes de
linéarisation (Premiére approximation de Lyapunov [2], théoréme de la linéarisation an-

alytique de Poincaré [39], [41] et enfin le théoréme de Hartman et Grobman [39], [41] et



[35]) a résolu partiellement ce probléme. En effet, dans des cas limites, le probléme est
encore posé jusqu’a nos jours [5] et [39], il en est de méme pour les cas ou les théorémes
de linéarisation classique ne sont pas applicables.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons le concept de la stabilité selon Lyapunov
ainsi que la stabilité asymptotique, nous donnerons les approches suivies afin d’élaborer
I’équivalence entre les modeles non linéaires et leurs linéarisés tangeants ainsi que la sec-
onde méthode de Lyapunov.

Le deuxiéme chapitre décrit I'approximation au sens des moindres carrés des systémes
d’équations différentielles non linéaires proposée par Benouaz et Arino [44], [45], [43],
[46], [47], [48], [49], [50], [56] dite ”dérivée optimale” ; nous citerons dans ce cadre les
propriétés les plus importantes. En second lieu, nous metterons en oeuvre la procédure
pour linéariser les équations d’état de systémes électriques et électroniques simples. Une
comparaison avec la linéarisation classique en terme de calcul d’erreur est élaborée.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude numérique de la stabilité asymptotique par
linéarisation au sens de la dérivée optimale, I’étude est concentrée sur les cas o la linéari-
sation classique est mise en échec ; nous distinguons deux cas : le premier correspond
au cas ou les théorémes de linéarisation classique ne sont pas applicables, du fait que la
dérivée au sens de Fréchet n’existe pas a I’équilibre, tandis que le second se situe dans le
cas ol le régime permanent est non hyperbolique. Dans cette étude, nous commencerons
par le cas scalaire, puis nous étendrons ’étude au plan de phase ; dans ce dernier cas,
I’étude de la stabilité du régime permanent se fait en présence d’'une valeur propre nulle,
d’une paire de valeurs propres purement imaginaires, et enfin en présence d’une paire
de valeurs propres nulles. Une étude sur les bifurcations ”point selle-noeud”, ”transcri-
tique” et "fourche” est apportée dans le cas scalaire, en considérant les formes normales,
une autre étude de la bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf est apportée dans le cas des
systémes d’ordre deux ; ce chapitre s’achéve par la présentation d’un exemple dont la
linéarisation classique permet de juger la stabilité de 1’équilibre, mais non pas sa nature.

Dans le chapitre quatre, nous introduiserons la notion de la dérivée optimale discréte,



qui est une approximation au sens des moindres carrés des équations aux différences,
une autre classe de systémes dynamiques caractérisée par un temps discret ; nous ap-
pliquerons la procédure a 1’étude de quelques systémes présentant des équilibres non

hyperboliques par la linéarisation classique.



Chapitre I

Notions et Méthodes Classiques
d’Analyse de la Stabilité.




Chapitre 1

Notions et méthodes classiques

d’analyse de la stabilité

1.1 Introduction et historique

Les problémes de la stabilité sont apparus pour la premiére fois en mécanique. Un
critere pour la stabilité des corps rigides sous l'effet de forces gravitationnelles a été
formulé par E. Torriecelli en 1644 [25] ; G. Lagrange, en 1788, [6] démontra un théoréme
qui définit les conditions nécessaires pour la stabilité des systémes conservatifs. Au
XIX®m siecle, le développement de la technologie et les problémes de fonctionnement
des engins ont poussé les scientifiques & chercher des méthodes pour 1’étude de la stabilité
du mouvement, les travaux de Routh [1] et Herwitz [3] restant des grandes références
jusqu’a nos jours. Toutefois, on commence & utiliser les systémes linéarisés pour 1’étude
des systémes non linéaires sans aucune justification. En 1892, A.M. Lyapunov [2] a publié
sa thése ” Probleme général de la stabilité du mouvement” ot il a introduit une définition
trés rigoureuse du probléme de la stabilité du mouvement, I’absence d’une telle définition
ayant causé un grand malentendu. Lyapunov a justifié en quelque sorte I'utilisation de la
premiére approximation. Aprés Lyapunov, le développement de la théorie de la stabilité

s’est orienté dans plusieurs directions, en précisant les les résultats déja élaborés. D’autres



définitions du probléme de la stabilité dans P'espace des variables d’état apparaissent (par
exemple, la stabilité au sens de James “entrée bornée, sortie bornée”, est souvent utilisée
par les automaticiens), bien que la définition de la stabilité selon Lyapunov reste la plus
admise. Durant ces derniéres décennies, on s’intéresse plus a la stabilité des systémes
mécaniques symétriques ainsi qu’a la théorie des catastrophes (qui traite la stabilité
du mouvement d’une maniére plus exacte en considérant l'instabilité d’un point de vue
mathématique). Dans ce contexte, on peut citer J. E. Marsden [17], V.I. Arnold [9], [10]
; Malgré tous ces résultats, beaucoup de questions restent posées.

Dans ce premier chapitre, nous rappellerons les notions fondamentales de la théorie de

la stabilité dans ’espace des variables d’état.

1.2 Stabilité des solutions

Considérons le cas général d’un systéme d’équations différentielles autonomes

dx
a @ (1.1)
z(0) = xo

ouz € R",F : IR" — IR" ; notons que le probléme (1.1) est un probléme aux valeurs ini-
tiales, la solution qui passe par zg au temps to s’écrit donc x (t; zo tg) avec x (to; xo to) =
T, cette solution étant déterministe a cause des théorémes d’existence et d’unicité.
L’équation (1.1) modélise un trés grand nombre de phénomenes dans des domaines
trés variés. Physiquement parlant, une solution est dite stable, si déplacée de sa po-
sition d’équilibre, elle tend & y revenir, en revanche, elle est dite instable si elle tend &
s’en écarter davantage ; cette définition, qui est claire pour la majotrité des systémes
physiques, apparait grossiére d’un point de vue mathématique et pose une question im-
portante : comment juger les solutions qui sont a la limite de la stabilité? Pour répondre
a cette question, nous allons introduire la définition exacte de la stabilité selon Lyapunov,

en considérant que T est une perturbation de xg, x (t, %) étant par conséquent la solu-
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tion perturbée.

Définition 1.1 (Stabilité au sens de Lyapunov)

La solution x (t;xo) de (1.1) est stable si, pour tout € > 0, il existe 6 (¢) > 0 tel que
|1Zo — mo|| < 0 = ||z (t;20) — x (;30)|| <€, VE € RT.

Puisque la solution a tout instant dépend d’une maniére continue des conditions initiales,
cette définition suggeére que, avec une perturbation suffisamment petite, les solutions
restent proches dans tout le futur. Cette définition a un aspect local et s’interesse au
comportement au voisinage de 1’équilibre sans prédire a priori de quel ordre de grandeur
0 peut étre choisi. Si de plus, la solution perturbée converge vers la solution non per-
turbée, de maniére qu’elles deviennent confondues quand le temps tend vers 'infini, on
parle d’une notion de stabilité plus forte.

Définition 1.2 (Stabilité asymptotique)

La solution x (t;xo) de (1.1) est asymptotiquement stable si elle est stable et s’il existe
r(x0) > 0 tel que ||To — zol|| < 7 (29) = lim ||z (t;20) — = (£;Zo)|| = 0 quand t — oo.

Il est clair que cette définition a aussi un aspect local, du fait que le choix de r ne peut
se faire que localement. Notons que la notion de stabilité ou d’instabilité d’un systéme
n’est pas adéquate, on parle alors de la stabilité de solutions, en raison du fait que des

solutions stables et/ou instables peuvent exister simultanément pour un systéme donné.

1.3 Stabilité de I’équilibre

On s’interesse le plus souvent & I'étude de la stabilité de solutions particuliéres ap-
pelées positions d’équilibre. Ce sont des solutions constantes z (t;z.,) = g, vérifiant
F(x¢q) = 0 ; les définitions précédentes de la stabilité sont valables, dans ce cas, avec
des perturbations proches de I’équilibre. Un systéme non linéaire quelconque peut avoir
plusieurs positions d’équilibre qui peuvent étre stables ou instables. Dans certaines situ-
ations, on exige la stabilité exponentielle de 1’équilibre qui est plus forte que la stabilité

asymptotique et est définie comme suit
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Définition 1.3 Le point d’équilibre x., est dit exponentiellement stable s’il existe des con-
stantes positives o, 7y, r telles que ||z — Teg|| < 7= ||7 (£, ) — Zeq|| < vexp(—at) ||xo — Zeq|
pour tout t € IRT.

Dans ce cas, on s’interesse le plus souvent a la détermination de « ; un exemple simple de

la stabilité exponentielle est donné par un systéme linéaire possédant des valeurs propres

a parties réelles strictement négatives ; I’équilibre est asymptotiquement stable et, de

plus, il est exponentiellement stable.

Remarque 1.1 Dans le cas scalaire, si une solution issue d’une perturbation proche
de w4 Teste au voisinage de T., quand t — 400 ; l'équilibre est alors asymptotique-
ment stable, la mention “stable "dans la définition de la stabilité asymptotique n’est pas
donc nécessaire car elle est vérifiée automatiquement ; par contre dans le cas vectoriel,
il est indispensable d’exiger la stabilité du point d’équilibre pour qu’il soit asymptotique-
ment stable. Cela est di au fait qu’il existe des champs de vecteurs dont les solutions

s’approchent de ’équilibre quand t — 400 alors que [’équilibre est instable.

1.4 Stabilité globale et stabilité locale

Si on compare les comportements possibles dans le cas des systémes linéaires et non
linéaires, on s’apergoit que les comportements dynamiques des systémes non linéaires sont
beaucoup plus compliqués, avec un éventail beaucoup plus grand. Par exemple, parler
de la stabilité de ’équilibre ou de la stabilité du systéme revient au méme dans le cas
linéaire, puisque ’on peut confondre la stabilité locale et la stabilité globale. Par contre,
dans le cas d’un systéme non linéaire 1’étude de la stabilité d’un point d’équilibre sous la
forme la plus compléte consiste non seulement & déterminer la nature du point d’équilibre
ou sa stabilité asymptotique mais aussi a déterminer le domaine d’attraction, c’est-a-dire
I’ensemble des conditions initiales dont les solutions convergent vers I’équilibre. Ainsi,
on parle de la stabilité ou de I'instabilité locale ou globale, la stabilité locale signifiant

la convergence des solutions avec des conditions initiales proches tandis que I'instabilité
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globale signifie la divergence de solutions en dehors de toute limite.

1.5 Stabilité asymptotique, Instabilité par linéarisa-
tion

On sait déja que ’étude de la stabilité dans le cas des systémes non linéaires pose un
probléme trés difficile ; en effet, en raison de leurs comportements assez compliqués, les
méthodes utilisées dans le cas linéaire ne sont plus applicables. Cependant, Lyapunov et
autres ont remarqué par 1’étude des trajectoires des courbes intégrales au voisinage de
I’équilibre que, dans la majorité des cas, les points d’équilibre des systémes non linéaires
peuvent étre ramenés aux mémes types de points d’équilibre des systémes linéaires. De ce
fait, la méthode la plus classique pour la détermination de la stabilité non linéaire du point

d’équilibre se réduit a la linéarisation du systéme (1.1) en ce point (point d’équilibre)

Y~ DF (reg)y + O(lyP) (12)

puis, pour répondre aux questions de stabilité, il convient de considérer le systéme linéaire

associé a (1.1)
dy
% =DF (ajeq) Y. (13)

Notons que DF (z.,) est la matrice Jacobienne de F' au point z.,

o ., oRh
ox1 Oxy

DF(z.)=| i . . (1.4)
ox1 0xn

T=Teq

La détermination de la stabilité du point d’équilibre s’effectue donc en deux étapes :
— La premiére consiste a déterminer de la stabilité de y = 0, équilibre de (1.3), partant

du fait que l'on sait déja déterminer la stabilité linéaire & partir des valeurs propres de
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DF (z.,) .
— La deuxiéme étape, réside dans la maniere de déterminer la stabilité de z., a partir de
celle de y = 0. Autrement dit, sous quelles conditions les systémes (1.1) et (1.3) sont-ils

équivalents?

1.5.1 Théorémes de linéarisation classique

— Si toutes les valeurs propres de DF(z.,) sont a partie reélle strictement négative, le
systéme non linéaire (1.1) est asymptotiquement stable.

— Si au moins une valeur propre est a partie réelle strictement supérieure a 0, le systéme
non linéaire est instable.

— Si le systéme linéarisé est stable sans étre asymptotiquement stable ; c’est le cas
critique, on ne peut rien conclure, les termes non linéaires influent sur les propriétés de
la stabilité. Dans ce cas, on fait appel a d’autres procédés pour I'étude de la stabilité
non linéaire.

Notons que la linéarisation classique ne permet d’étudier que la stabilité locale ”stabilité

du point d’équilibre”, et ne donne aucun renseignement sur le domaine d’attraction.
)

Remarque 1.2 Le probléme de la valeur propre a partie réelle nulle se pose méme pour
les systémes linéaires d’ordre supérieur ou égal & deux ; par exemple, si on consideére les

systemes suivants

00
v _ x (1.5)
dt 0 0
et
d 0 1
& z. (1.6)

Dans les deux cas, les valeurs propres sont nulles ; le systéme (1.5) est stable, alors que

le systéeme (1.6) est instable.
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1.6 Equivalence locale de flots

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le comportement asymptotique du sys-
téme non linéaire au voisinage d’un équilibre hyperbolique peut étre déduit par compara-
ison avec le systéme linéarisé. A ce niveau, on se demande comment peut-on justifier
cette comparaison? En d’autres termes, comment peut-on établir une équivalence au
voisinage de I'équilibre entre le systéme linéarisé et le systéme non linéaire, sachant que
ce dernier présente une dynamique beaucoup plus compliquée? D’une maniére générale,
afin de comparer les flots pour des champs de vecteurs linéaires ou non linéaires, il est
évident de définir pour toute classification, une relation d’équivalence pour laquelle il ex-
iste une application qui prend pour tout temps, le flot de chacun des champs de vecteurs
en le flot de 'autre. Nous commencons par la définition suivante

Définition 1.4 Soient deux systémes d’équations différentielles

dx
et
dx

soit ¢ (t,xg) : IR" — IR™ le flot de (1.7) et 1) (t,x0) : IR™ — IR™ le flot de (1.8), ces flots
sont dit équivalents s’il existe une application bijective h : IR" — IR™ qui transforme le
flot v (t,zq) en le flot ¥ (t,xq) de telle sorte que h(p (t,x0)) =¥ (t,h(x0)) quel que soit
t e R.

Ceci revient a dire que le flot ¢ (t,29) se transforme en v (¢,x¢) lorsqu’'on change les
coordonnées de h. Il est clair que 'application i doit vérifier certaines propriétés afin de
pouvoir garder ’équivalence des flots, le choix de ces propriétés conduisant a plusieurs
formes de classification données par des relations d’équivalence différentes dont on définit
les plus connues :

Equivalence linéaire : les flots ¢ (t,zq) et ¥ (t,x0) sont dit linéairement équivalents si

I’application h : IR™ — IR™ est un isomorphisme linéaire.
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Equivalence différentiable : les flots ¢ (¢, z0) et ¥ (t, ) sont dit différentiablement équiv-
alents si ’application h : IR" — IR™ est un difféomorphisme.
Equivalence topologique : les flots ¢ (t,z0) et ¢ (t,xo) sont dit topologiquement équiva-
lents si I'application A : IR™ — IR™ est un homéomorphisme.
A ce stade, malgré I'intérét qu’elle présente, ’équivalence linéaire ne nous intéresse pas,
du fait qu’elle constitue la forme d’équivalence la plus compléte et la plus restrictive et

donne une classification trés rigoureuse.

1.6.1 Equivalence différentiable & un champ linéaire

Afin d’établir I’équivalence entre le systéme non linéaire (1.1) et son linéarisé (1.3), la
premiére approche était de choisir 'application h qui transforme le flot de F' : ¢ (¢, z)

en celui de son linéarisé ePF(@ed)

o pour tout z, avec z = h (y), comme étant un difféo-
morphisme (rappelons qu'un difféeomorphisme de classe C”, est une fonction de classe C”
avec une inverse de classe C7) ; si on note par F(") et h(") les développements en séries
de Taylor de F et h en 0 jusqu’a l'ordre 7, et par @) (t,x0) le flot associé au champ
F™)_ on dit que le champ F est formellement équivalent & DF (%eq) y jusqu’a lordre r
si ) (¢, g) = h(") (ePFEedlly) pour tout z,y tels que z = h(y), dans un voisinage de
I’origine. Notons que 1’équivalence jusqu’a l'ordre r mesure essentiellement la régularité
du changement de coordonnées qui transforme le flot du systéme non linéaire en celui de
son linéarisé, puisque 1’égalité des développements en série de Taylor a lieu pour toutes
les dérivées jusqu’a l'ordre r. La question qui se pose est de savoir sous quelles conditions
le flot associé a (1.1) est I'image par difféeomorphisme du flot de (1.3) ; en effet il est pos-
sible de démontrer que le flot non linéaire est différentiablement équivalent au flot de son
linéarisé, si les valeurs propres satisfont une condition de non résonance, si DF' (z.,) n’a
pas de résonance d’ordre inférieur ou égal a r, le champ F est r—équivalent a son linéarisé
DF (z.4)y, en particulier, si DF (z.,) est non résonante, F' est équivalent & DF (z¢,) y.
Si on suppose que les valeurs propres de DF (z.,) au voisinage du point d’équilibre sont

Aj avec 1 < j < n, la condition de non résonance est donnée par \; # Z?:1 m;A; quel
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que soit le choix de m; > 0, avec )7, m; > 2, dans ce cas I'équation (1.1) peut étre
transformée en (1.3) par une transformation = = y + h(y) + ..., le pointillé signifiant les
termes d’ordres supérieurs. Afin d’interpréter ce résultat, supposons, par exemple, qu’il
n’y a pas de résonance pour m = 2,...,7 — 1, pour m = r, on trouve une résonance, dans
cette situation, les termes 2, 3... jusqu’a r — 1 peuvent étre supprimés de I’équation non
linéaire, en revanche le terme résonant r reste ; I’équation obtenue par difféomorphisme
est non linéaire et est d’ordre r.

Soit le systéme non linéaire suivant

dx

_dtl = =271 + 127 + A + azT T2 + Ay + ... (1.9)
dz

_dt2 = —Ty + b123 + box? + b3womwy + by + ...

son linéarisé par la premiere méthode de Lyapunov est donné par

dx -2 0

— = x (1.10)

o 1
avec, comme valeurs propres Ay = —2 et Ay = —1 ; dans ce cas, il existe deux possibilités
de résonance : 2m; + mo = 2 ou 2m; + ms = 1. Il est simple de vérifier que la seule
possibilité pour que les conditions m; > 0, et 2?21 m; > 2 sur les m; soient vérifiées,

correspond & m; = 0 et my = 2 ; le systéme équivalent a (1.9) par diffeomorphisme est

le suivant p
% = =2y + cy3
z (1.11)
2 _
di Y2
ol ¢ est un nombre réel, la solution analytique de (1.11) est donnée par
t) = e 2 [—2y; (0) + cty3 (O
Y1 (t) [—2y1 (0) Y5 (0)] (1.12)

y2 (t) = ey (0)
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la comparaison du flot de (1.9) a celui de son linéarisé par la premiére approximation
(1.10), revient & comparer a un difféeomorphisme pres entre le flot de (1.11) et celui du

systéme linéarisé. Les écarts entre les deux solutions notés par d; et do sont donnés par

01(t) =y (t) — 21 (t) = cte” "y (0), 02 (t) =0

91 (t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 'infini, ce que signifie que (1.10) a le méme com-
portement asymptotique que son linéarisé malgré qu’on ne peut pas trouver un difféomor-
phisme qui puisse les rendre équivalents, ceci montre ’échec de I’équivalence différentiable
qui est dii aux problémes de résonance qui peuvent apparaitre méme pour des points
d’équilibres hyperboliques pour lesquels I’étude de la stabilité se fait par la premiére
approximation, ce résultats nous permet de conclure que 1’équivalence différentiable est
trés restrictive puisqu’elle donne une classification compléte des champs de vecteurs en
un point d’équilibre en fonction de leur complexité ; ’exemple linéaire suivant montre la

restriction de ’équivalence dite différentiable.

Exemple 1 Considérons les équations scalaires suivantes

dx

— = -0.1 1.13
7 x (1.13)
et
dx
— = — 1.14

d’aprés la relation h(p (t,x0)) = ¥ (t, h (xg)) citée dans la définition 1.4, il vient
h(e %ag) = e " (z0) (1.15)
En dérivant par rapport ¢ xo et en évaluant en xo = 0, on obtient

e "1R (0) = et (0) (1.16)
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Puisque h est inversible, h' (0) doit étre différent de 0, ce qui implique dans (1.16) que
0.1 =1 et par conséquant les systéemes (1.13) et (1.14) ne sont pas équivalents sous un
difféeomorphisme, bien qu’ils aient la méme structure d’orbites, car l’origine constitue
pour chacun d’eux un point d’équilibre asymptotiquement stable, la seule différence étant
la vitesse dont les solutions s’approchent de l'origine. L’autre approche a consisté a ef-
fectuer une classification moins précise, moins restrictive et purement qualitative : c’est
I’équivalence topologique en remoncant aux diffiomorphismes au profit des homéomor-

phismes.

1.6.2 Equivalence topologique

Nous commencons, tout d’abord, par définir ce qu’est un homéomorphisme

Définition 1.5 Un homéomorphisme de IR est une application continue h : IR — IR,
avec une application inverse continue.

Un théoréme remarquable,qui répond a la question posée a propos de la linéarisation

classique est le suivant

Théoréme 1.1 (Hartman et Grobman)
Si 0 est un point singulier hyperbolique de F', alors F' est topologiquement équivalent a

son linéarisé DF(0)y et I’homéomorphisme correspondant préserve le sens de parcours.

1.6.3 Commentaires

L’équivalence par homéomorphisme permet d’effectuer une classification basée princi-
palement sur la stabilité ou l'instabilité de 1’équilibre ; deux systémes linéaires sont
topologiquement équivalents s’ils ont le méme nombre de valeurs propres, avec des par-
ties réelles de mémes signes ; par exemple, si on considére les systémes d’ordre deux,
un point selle ne peut étre topologiquement équivalent qu’a un point selle, par con-
tre, un foyer stable (respec. instable), un noeud propre stable (respec. instable), un

noeud impropre stable (respec. instable) sont topologiquement équivalents, mais pas
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différentiablement équivalents. Il est fréquent de tomber sur des systémes non linéaires
(pour lesquels 1'équivalence avec le linéarisé se fait par un homéomorphisme local), dont
I'équilibre présente un foyer stable (respec. instable) tandis que lorigine du systéme
linéarisé présente un noeud stable (respec. instable), nous reviendrons sur ce point dans

le chapitre trois.

1.7 Meéthode directe de Lyapunov

Pour I'étude de la stabilité non linéaire, la méthode la plus classique est basée sur la
linéarisation et I'utilisation des valeurs propres du systéme linéarisé, Lyapunov a proposé
une seconde méthode, en s’inspirant de I'idée de I’énergie mécanique de Lagrange qui a
formulé le principe de stabilité des systémes mécaniques ”un systéme qui est dans un état
ol son énergie potentielle posséde un minimum isolé est dans un état d’équilibre stable”.
Cette méthode, appelée aussi méthode directe de Lyapunov, est basée sur la recherche
d’une fonction scalaire de signe défini a valeurs reélles. Quand sa dérivée par rapport au
temps est définie de signe opposé, la vitesse du point x (z € IR™) est toujours dirigée vers
I'intérieur, ce point finira par arriver a l'origine ; dans le cas contraire, le point = s’en
écartera davantage. Dans quelques classes de systémes physiques, la fonction V' peut étre

choisie comme étant I’énergie du systeme.

1.7.1 Théoréme de stabilité par la méthode directe

Considérons le systéme suivant

dx
a W (1.17)
z(0) = xo

Supposons que l'origine est un point singulier de (1.17) et posons V' : U — IR une fonction
de classe C'! définie dans un voisinage U de 'origine, telle que

i) V(0)=0

i) V(z) >0pourz #0022 €U
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si

av
iii) dz(fx) < 0 dans U — {0} 'origine est donc stable.
., dV (x) . .
iv) o < 0 dans U — {0} l'origine est asymptotiquement. stable
V) dVdiaj) > 0 dans U — {0} Dorigine est instable.

Dans ces conditions, la fonction V' est appelée fonction de Lyapunov ; elle est définie
positive si i) et ii) sont vérifiees. Notons qu’avec ces deux hypotheses, la fonction V' est
seulement une fonction candidate ”fonction de singe définie”. Les proprietés de stabilité

sont dites globales si U est égal a IR".

1.7.2 Remarque

La méthode directe de Lyapunov est justement applicable aux systémes non autonomes

dx

& Pt 1.18

" P (1.18)
une petite modification est apportée aux conditions i) et ii) ; pour que V' (x,t) soit définie
positive dans U, on exige ’existence d’une fonction W (z) continue dans U vérifiant

i) W (0) =0

i) 0 < W (z) <V(x,t).

La dérivée de V' par rapport au temps s’écrit

dV (z,t) OV 9Vdx

I —E—F%dt. (1.19)

Par analogie aux systemes stationnaires il vient

av (x,t

iii) # < 0 dans U — {0}, l'origine est donc stable
dV (z,t

iv) % < 0 dans U — {0}, lorigine est asymptotiquemant stable
dv (x,t

V) # > 0 dans U — {0}, lorigine est instable.

Malheureusement, la méthode directe de Lyapunov donne des conditions suffisantes mais
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pas nécessaires de stabilité (une exception est faite pour les systémes linéaires et station-
naires) ; un systéme peut avoir une infinité de fonctions de Lyapunov ; par conséquent,
le fait qu’une fonction ne prouve pas la stabilité n’implique pas I'instabilité et, de plus, il
existe certaines classes de systémes asymptotiquement stables qui ne possédent pas une
fonction de Lyapunov. L’utilité de la méthode réside surtout dans la détermination du
domaine d’attraction ; elle permet aussi de répondre aux questions de stabilité quand la
linéarisation ne donne aucune information. La difficulté de la recherche de la fonction
V' constitue un vrai handicap puisqu’on ne connait pas de procédés pour la construc-
tion de fonctions adéquates dans le cas général ; cependant, il existe des techniques de

construction applicables & des cas particuliers.

1.7.3 Meéthode de I’énergie

La stabilité d’'un systéme physique est liée & son énergie ; en effet, un systéme, dont
I’énergie est décroissante, finit par arriver & sa position d’équilibre. Considérons, a titre

d’exemple, une particule soumise a une friction visqueuse ; elle est gouvernée par
) )

dv
= = _ 1.2
m— Cv (1.20)

1

On choisit I’énergie du systéme E = §m112 comme étant une fonction de Lyapunov, elle

est définie positive avec une dérivée, par rapport au temps, définie négative i —(v?;
dans ces conditions le systéme linéaire est asymptotiquement stable, ceci peut étre verifié
par la solution de (1.20), qui s’écrit v (t) = voe’t%, et qui tend vers 0, quand ¢ tend vers
Iinfini. D’une maniére générale, la méthode de 1’énergie conduit & des différents niveaux
de stabilité.

i) Stabilité asymptotique : si g < 0 est vérifiée dans tout le voisinage de 1’équilibre.

ii) Stabilité conditionnelle : 1'énergie n’est décroissante que vis & vis des perturbations

d’énergie inférieures a une certaine limite.

iii) Stabilité asymptotique en moyenne : il y a pour certaines perturbations une évolution
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non monotone de I’énergie, décroissante seulement dans la phase finale.
iv) Stabilité simple : pour une perturbation inférieure a une certaine borne, 1’énergie du
systéme garde une valeur constante.

v) Instabilité : I'énergie est toujours croissante.

1.7.4 Fonction de Lyapunov quadratique

Proposée par Lyapunov lui-méme, cette forme de construction présente un grand intérét ;
elle permet toujours de prouver la stabilité asymptotique dans le cas linéaire et est juste-
ment applicable au cas des systémes non linéaires, mais avec beaucoup moins d’efficacité.

Ecrivons le systéme (1.1) sous la forme suivante

dz
—= = Az + G (x) (1.21)

ou G (z) est la partie non linéaire ; la méthode consiste & trouver une fonction de Lya-

punov sous la forme quadratique
V (v) = 2" Bx (1.22)

ou x est le vecteur d’état, B est une matrice symétrique qu’on suppose définie positive,

la dérivée totale de V, par rapport au temps pour le systéme (1.21) est

av

i (z"A" + ¢") Bz + 2" B (Az + g)

= 27 (ATB + BA) 4+ g Bz + 2" Bg

= 27Qz +2¢"Bx (1.23)

le terme z7'Qx représente la dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapunov
quadratique propre & la partie linéaire de (1.21), cette partie est asymptotiquement sta-
ble quand la matrice () est négative ; cependant, pour tout m positif, il existe un o

positif tel que ||g(x)|| < m||x| soit vérifiée pour tout ||z| < 0, si on considére que
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[ est la plus grande valeur propre de B, ¢ la plus petite valeur propre de @, il vient

av

o < —(q—2pm)x"z, on peut choisir m de telle sorte que m < % Dans ces con-
av

ditions o est définie négative a l'intérieur du disque U = {x : ||z|| < 0}, la fonction

quadratique V' vérifie les conditions d’une fonction de Lyapunov ; de plus, elle peut

servir & la détermination du domaine d’attraction.

1.7.5 Construction de Krasofski

Elle consiste & construire une fonction de Lyapunov a partir d’une forme quadratique du
champ de vecteurs, elle est surtout intéressante pour étudier la stabilité dans I’éspace des

parameétres. La fonction V' s’écrit
V () = F''(z) BF () (1.24)
ou B représente une matrice symétrique qu’on suppose définie positive afin que la fonction

V' soit aussi positive, la dérivée de F' par rapport au temps s’écrit

OF (x) OF (v)dx
5 - B G AF (z) (1.25)

A est la matrice Jacobienne de F', la dérivée de V' par rapport au temps est

dv OFT OF
— = BF + FTB—
ai or Ol T Py
= F'(A"B+ BA)F=F'CF (1.26)

Si la matrice C' est négative, la fonction (1.24) est une fonction de Lyapunov du systéme

non linéaire.
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1.7.6 Application

Dans cette application, nous allons mettre en oeuvre les deux premiéeres techniques de la
construction de fonctions de Lyapunov.

Construction de la fonction de Lyapunov par la méthode de ’énergie

Un pendule avec une friction visqueuse est modélisépar

d*0  pdd  mgl
27 L 0 Ging = 1.27
a2 TTa T me=Y (1.27)

de
avec un coefficient de frottement p > 0, et un moment d’inertie I, en posant ¢ = x1, pri
Tg, (1.27) devient
dlL‘l
— = Iy
dt
1.28
dxy v mgl . ( )
—= = —Z@y— ——sinx
dt 17 !
la fonction énergie s’écrit
L s o
E(z)= §ml x5+ mgl(1l — cos ) (1.29)

elle est définie positive dans un petit voisinage de l'origine et sa dérivée par rapport au

temps est négative
dE (x)
dt

= —pas (1.30)

l'origine de (1.27) est donc asymptotiquement stable.

Fonction de Lyapunov quadratique

Considérons le systeme suivant
d*x dz\?\ dz
1 - - = 1.31
dt2+<+<dt))dt+x 0 (1.31)

25



qui peut se mettre sous la forme

dl‘l

ar (1.32)
d$2 9
E = —(1—!—372);1:2—371

on choisit une fonction de Lyapunov définie positive

1
Vir) =5 (23 + 23) (1.33)
sa dérivée par rapport au temps s’écrit
av
di‘”) — 23 (1442). (1.34)

elle est négative, d’ou la stabilité asymptotique de lorigine. Les figures (1 — 1) et (1 — 2)

montrent les tracés des fonctions de Lyapunov (1.29) et (1.33).

1.7.7 Commentaires

Bien que les critéres de la stabilité par linéarisation soient définis d’'une maniére claire
et rigoureusement justifiés, la linéarisation classique est mise en échec du fait qu’elle
suppose que la matrice Jacobienne au point d’équilibre existe, or, cette hypothése n’est
pas toujours vérifiée. Considérons par exemple, le cas d’un asservissement qui contient
un organe non linéaire fonctionnant par plus ou moins, dans ce cas, les fonctions sont
discontinues et ne sont pas dérivables au voisinage de ’équilibre, de plus la linéarisation
classique donne une condition nécessaire mais pas suffisante puisqu’elle ne permet pas de
juger la stabilité en présence d’une valeur propre & partie réelle nulle. La recherche d’une
fonction de Lyapunov constitue en elleeméme un probléme délicat du fait qu’elle repose

dans le cas général sur "I’expérience et la chance”.
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Figure 1-1: représente la fonction énergie

du systéme non linéaire (1.28).

. 05 .04 y

Figure 1-2: représente la fonction de Lyapunov

quadratique du systéme non linéaire (1.32).

27



1.8 Systémes conservatifs d’ordre deux

Cette classe de systémes est définie en terme d’une fonction réelle appelée fonction po-

tentielle, en effet, pour une fonction v définie de IR en IR, I’équation différentielle d’ordre

deux
de
w +v (y) =0 (135)
s’écrivant encore sous la forme
dZC1
1 _ 1.36
dt 2 (1.36)
dx

est dite systéme conservatif d’ordre deux, ’énergie d’un tel systéme étant une quantité

conservée, la fonction

Vi(ry) = /lev(s) ds (1.38)

représente 1’énergie potentielle.

Il est clair que la premiére équation scalaire (1.36) est toujours fixe pour tous les systémes
conservatifs ; les propriétés dynamiques sont déterminées surtout a partir de la deuxiéme.
Autrement dit, a partir de la fonction potentielle V' (1), cela ne veut pas dire que (1.36)
n’influe pas, En effet, c’est & cause de sa forme fixe et de I’absence de la variable d’état x4
dans I’expression de V. que les points d’équilibre des systémes conservatifs ne sont jamais
asymptotiquement stables (en effet ils ne sont jamais attracteurs), D’apres la forme du
systéme conservatif (1.35), tous les points d’équilibre sont situés sur ’axe 1, chaque point
critique ., = (Z1¢4,0) correspond & un point critique ., de la fonction potentielle. La
détermination de la nature d’un point d’équilibre dans le cas non dégénéré est simple.
S’il correspond a un maxium isolé de la fonction potentielle, c’est un point selle ; s’il

correspond & un minimum, c’est un centre. Ce qui nous conduit au lemme suivant

Lemme 1.1 [387] Sile point x.; = (T1¢4,0) est un point d’équilibre du systéme conservatif,

le point 1., est un point critique de la fonction potentielle V', alors
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i) Teq est un point selle si V" (x1.4) <0

ii) xeq est un centre si V" (x1.4) > 0

Exemple 2 Considérons le systéme suivant

dSL’l
dt
dis . (1.39)
——=x -
e !
la fonction potentielle s’écrit
Vi) - -0 (1.40)
r)=——+4 —. )
2 4
Ce qui nous permet d’écrire
a) V" (0) = —1, Uorigine est donc un point selle

b) V" (1) = 2, le point d’équilibre x., = (1,0) est donc un centre

c) V" (—=1) = 2, le point d’équilibre x., = (—1,0) est donc un centre.

Exemple 3 Soit le systéme suivant

dl’l
dt
di ; (1.41)
— =x -
a1
la fonction potentielle s’écrit

Vi) =M, 0 (1.42)

T)=——+4— .
2 3

on a donc

a) V" (0) =1, le point d’équilibre x., = (0,0) est un point selle.

b) V" (1) = —1, le point d’équilibre x., = (1,0) est un centre.

Les figures (1 — 3) et (1 — 4) représentent respectivement les énergies des systémes (1.39)
et (1.41) ; les graphes des fonctions potentielles ainsi que les champs de vecteurs sont

représentés sur les figures (1 —5) a (1 — 8).
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Chapitre 11

Propriétés de la D.O.

Influence des Conditions Initiales.
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Chapitre 2

Propriétés de la D.O. - Influence des

conditions initiales.

2.1 Introduction

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre d’une équation différentielle ordinaire est une
tache presque triviale, si la fonction F, qui définit ’équation est suffisamment réguliére
au voisinage de ’équilibre et, si la linéarisation en ce point est hyperbolique. Dans ce cas,
on sait que I’équation est équivalente a I’équation linéarisée, en ce sens, qu’il existe un
difféomorfisme local qui transforme les trajectoires voisines du point d’équilibre en celles
voisines de zéro de ’équation linéaire. Par contre, la tache est toute autre en ’absence
de régularité ou si le point d’équilibre est un centre.

Concentrons nous sur le cas non régulier. Imaginons méme le cas ou seul 1’équilibre est
non régulier. Dans ce cas, on ne peut pas dériver I’équation et on ne peut pas donc
étudier I'équation linéarisée. Une question naturelle se pose alors : y a-t-il d’autres
moyens d’associer a 1’équation non linéaire, une équation linéaire dont le comportement
asymptotique soit le méme?

En effet, on peut envisager par exemple, de substituer & la dérivation, la notion de sous

différentiel. On obtient ainsi, une équation différentielle multivoque. L’idée choisie par
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Benouaz et Arino repose sur une méthode d’approximation. Dans [44], [45], [43], [46],
[47], [48], [49], [50], [56], ils ont introduit la notion de la dérivée optimale. Il s’agit en
fait d’'une approximation globale, par opposition & la perturbation non linéaire d’une
équation linéaire, qui se distingue de 'approximation linéaire classique au voisinage d’un
point d’équilibre. L’approche suivie est de type optimisation au sens des moindres carrés.
Dans ce chapitre, nous présentons briévement la dérivation optimale et ses propriétés

principales.

2.2 La Dérivée Optimale

Considérons le systeme d’équations différentielles non linéaires suivant

dz
X = P () o
x(0) = xg

avec x € IR", I : est définie dans certain ouvert §2, & valeurs dans IR", avec les hypothéses
sulvantes

H1) F(0) =0.

H2) le spectre o (DF (z)) est contenu dans ’ensemble {z : Re z < 0} pour tout = # 0
dans un voisinage de 0 pour lequel DF (x) existe.

H3) F est continue, localement Lipschizienne.

Soit xy € IR", x (t) la solution de I’équation non linéaire issue de xy. A toute application

linéaire A € L (IR"), On associe la solution y (¢) de I’équation

dy

o =W (t),y(0) =wo (2.2)

et I’on cherche a minimiser la fonctionelle

G(A)=/O IF (1) — Ax (0]t (2.3)
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le long de cette solution, ce qui donne

-1

a-|[Creomoral |[[Troporad (2.4)

Plus précisément, la procédure est définie de la maniére suivante :

Etant donné xy, on choisit une premiere application linéaire, par exemple, si F' est dériv-
able en xg, on pourra prendre Ay = DF'(x), ou alors la valeur de la dérivée en un point
proche de z(, ce qui est toujours possible si F' est seulement localement Lipschizienne.

Si Aj est une application asymptotiquement stable, la solution issue de xq de ’équation

dy

pri Aoy (t),y(0) = wo,

tend vers 0 exponentiellement. On peut évaluer

G(A)I/O T IF (2 (1) — Az (0]t (2.5)

et on minimise G sur ’ensemble des matrices A. Si F' est linéaire, le minimum est
atteint pour la valeur A = F. (on a alors Ay = F'). Dans le cas général, on peut toujours
minimiser GG et la matrice qui donne le minimum est unique. On appelle A; cette matrice,
on remplace Ay par A;, on remplace y par la solution de I’équation associée a A;, et on
continue. La dérivée optimale (qui dépend en général de z() est la limite (si elle existe)
de la suite A; ainsi construite. La procédure itérative peut étre résumée comme suit

1. Ay «— DF ().

2. j+«— 1.

3. Aj - [ +oo[F (eAjfltxO):II:eAjfltxo]Tdt] [f0+oo [eAjﬂtxO} [eAjfltxO}Tdt] 71.

0
Je—g+1
Aller a 3.

Sinon
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A (dérivée optimale) «— A;.
Fin SI.
FIN.

2.3 La dérivée optimale dans le cas scalaire

Considérons une équation différentielle scalaire non linéaire

dz
=) 20,
z (0) = o

avec € IR, f : IR — IR, le probléme est d’approcher (2.6) par une équation différentielle

linéaire de la forme
dx
— =ax (t)
dt (2.7)
z (0) = o

en minimisant la fonctionnelle

dans ce cas les hypothéses sur f sont les suivantes

h1) f(0) =0.

h2) f' (x) <0, en tout point ou f existe dans l'intervalle |—a, af avec o > 0.
h3) f est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Le calcul se fait d’'une maniére analogue a celle du cas vectoriel, on commence par le

dx
' . = Qo :
calcul de ay = f (x¢) puis on calcul a; en résolvant le systéme dt 'expression
x(0) = o

de a; est donnée par (2.4) en substituant F' par f :

7S @ wye (v 1

f0+oo 22 (t)dt o

(2.9)

1:
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en changeant la variable ¢ par x (t) = exp (aot) xo, il vient

a; = W (2.10)
0
2 ["
= 2 f(z)dx (2.11)

a; ne dépend pas de ag ; et par conséquent, la procédure de la dérivation optimale

converge au premier pas, & savoir

a= 2 [ f(x)dz (2.12)

25 Jo
2.4 Quelques propriétés de la dérivée optimale

2.4.1 Cas ou F est une somme de termes linéaire et non linéaire

Dans cette situation, la fonction F' s’écrit
F(x)= Mz + F (x)
ou M désigne la partie linéaire, le calcul de la matrice A; donne

xm:[AﬁﬁFu@mu@W}wuuml

qui peut s’écrire sous la forme

Alzmu[[mﬁumﬂmmﬂwwwnl (2.13)

Aj=M+ A, (2.14)



avec
A +OO A _
4; = [ / F (5 ()] o <t>ﬂ T (25 ()] (2.15)
Dong, si la composante f; de F' est linéaire alors fk est nulle, la k™ ligne de la matrice

optimale est égale & f.

2.4.2 Relation entre la dérivée optimale et la linéarisation clas-
sique

La relation de la dérivée optimale avec la linéarisation classique constitue une des pro-
priétés les plus importantes, supposons que la suite A; converge vers la matrice optimale

et que DF (0) existe, dans ce cas on peut écrire
F(x)=DF (0)z+o(|x]). (2.16)
En remplacant dans Iexpression (2.4) on obtient

~ +oo T
i - [ [T IDF @0 +olla ]2 0] dt] T (e (1))

— DF(0)+ [ [ ot <t>]Tdt] T ()
— DF(0)+o(1).

: o= [ I oF ] I e ()1

avec o (1) une quantité qui tend vers 0 quand zqg — 0.

2.4.3 Convergence de la dérivée optimale

Nous savons déja que le calcul de la dérivée optimale se fait par un procédé itératif. En

effet, lorsque les hypothéses sur le champ de vecteurs sont vérifiées, la procédure converge
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automatiquement vers la matrice optimale (en réalité, la procédure converge vers la méme
matrice quelle que soit la matrice initiale, tant que son spectre est négatif).

Nous considérons a titre d’exemple, le systéme suivant

d
e —x1 — 5 (22 + 22)
t (2.17)

o)
i —x5 + 5 (2F + 23)

Les figures (2 — 1), (2 — 2) montrent la convergence de la procédure. Poure = ||4; — A;_4| =
6.1075, la dérivée optimale est obtenue aprés treize itérations, la figure (2 — 3) montre
lerreur due aux approximations. Nous utiliserons par la suite deux formules pour le

calcul d’erreurs, I'une étant instantanée
erry = ||z (t) — Z ()| (2.18)

errg = Max ||z (t) — & (t)|| (2.19)

ou z (t) représente la fonction observée (solution numérique du systéme non linéaire),

Z (t) représente la solution numérique du systéme linéarisé.

2.4.4 Dérivée optimale des systémes découplés

Les plus simples des équations différentielles vectorielles d’ordre n, sont obtenus en con-
sidérant n équations scalaires sur chaque axe. Les comportements dynamiques de tels
systémes sont plus simples que ceux du cas général. Le calcul de la dérivée optimale peut

se faire de deux maniéres différentes, soit en calculant n dérivées optimales sur chaque

39



systeme non linéaire

0,000

apres une itération

apres deux itérations
apres trois itérations
derivée optimale

6 ) 1
temps

Figure 2-1: Solutions z; (t) du systéme non
linéaire (2.17) et ses linéarisés au

sens de la D.O. pour différentes itérations.

apres une itération

0012 apres deux itérations

apres trois itérations

0,008 systéme non linéaire

0,004 T
dérivée optimale

2
temps

Figure 2-2: Solutions x5 (t) du systéme non
linéaire (2.17) et ses linéarisés au

sens de la D.O. pour différentes itérations.

0,0025 erreur due & la premiére itération
— =2
1 erreur due d la
0.00204 deuxieme itération _

1 erreur due ala,
50,0015+ troisieme itération
g 1 R
@ 0,0010 erreur due ala

] dérivée optimale

0,0005
0,0000
[} T 2 3 5 5
temps

Figure 2-3: Erreur due aux approximations au sens

de la D.O. du systéme (2.17) pour différentes itérations.
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axe par la formule (2.12), on obtient dans ce cas une matrice optimale diagonale,
soit en utilisant la procédure décrite au paragraphe 2.2 ; pour 'obtention d’une matrice

optimale du systéme complet.

Exemple 4 Considérons le systéme

( dl‘l
E = —3(131 — 3:1,’?
d
2 1891 — 0.423 (2.20)
dt
2o = (0.08,0.1).

\

la dérivée optimale calculée sur chaque axe est donnée par

~ —~3.0096 0
A= . (2.21)
0  —1.8920

la dérivée optimale du systéme complet en utilisant la formule générale s’écrit

—3.0276 1.1755 - 1072
—7.6286-107° —1.8900

SN
I

(2.22)

Les figures (2 —4) et (2 —5) représentent les solutions du systéme non linéaire et ceux
linéarisées par les deux techniques. La figure (2 — 6) représente 'erreur introduite par les
deuzx approzimations. Remarquons que le systéme (2.22) linéarisé par la formule générale
n'est pas vraiment un systéme découplé, (cela peut devenir plus clair lorsque o est plus
éloigné de l’origine), par contre la linéarisation classique d’un systéme découplé conduit
toujours a un systéme découplé. Il est clair, d’apreés la figure (2—6) et le tableau (2 — 1),
que le systéme linéarisé donné par (2.22) , donne une meilleure approximation du systéme
non linéaire, ceci est di au fait que la matrice optimale vectorielle est calculée par une

procédure itérative, par contre, dans le cas scalaire, le calcul se fait en une seule itération.
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0,08 4

0,06 |

0,04

0,02

0,00

—— Solution du systéme non linéaire.
—-— Solution du systéme linéairisé
par la dérivée optimale vectorielle.
Solution du systéme linéarisé par
deux dérivées optimales scalaires.

0,0

Figure 2-4: Solutions x1 (t) du systéme non linéaire (2.20) et

05 10 15 20 25
temps

30

ses linéarisés par les D.O. (2.21) et (2.22).

0,08

0,06 -

0,04

0,02

0,00

—-— Solution du systéme non linéaire.

—-— Solution du systeme linéairisé
par la dérivée optimale vectorielle.

Solution du systéme linéarisé par

deux dérivées optimales scalaires.

0,0

Figure 2-5: Solutions xo (t) du systéme non linéaire (2.20)

05 10 15 20 25
temps

3,0

et ses linéarisés par les D.O. (2.21) et (2.22).

erreur
00O
2
e

erreur due alaD.O.

par la formule générale.
erreur due & la linéarisation
par les d.o. scalaires.

~

temps

00 025 050 0,75 1,00 125 150 1,75 200 2,?57;.15;72775 300

Figure 2-6: Erreur due aux approximations par

les dérivées optimales (2.21) et (2.22) pour

le systéme non linéaire (2.20).
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Erreur erry due a Uapprozimation du systéme (2.20) par (2.21) | 3.7619 - 1074

FErreur erry due a lapprozimation du systéme (2.20) par (2.22) | 3.6790 - 107°

Tableau 2 — 1: Erreur absolue maximale due & lapproximation de (2.20) par (2.21) et

(2.22).

2.4.5 Dérivée optimale en une itération

Dans certaines situations, le spectre de DF(x) pour = # 0 n’est pas négatif, dans ce cas
la procédure ne converge pas, le calcul de la dérivée optimale se fait en une itération par
la formule (2.4), on notera A; la dérivée optimale calculée dans une telle situation, on
n’exclut pas que la D.O. posséde une valeur propre nulle ou une paire de valeurs propres

purement imaginaires.

2.4.6 Choix de la condition initiale

Lors du calcul de la dérivée optimale, le point xy est choisi arbitrairement voisin de
I’origine. Dans cette section, nous allons mettre en évidence I'infuence de ce choix.

Considérons le systéme suivant

% = —x1 —rry(l — )
iry . (2.23)
!

On se propose de calculer la dérivée optimale et I'erreur introduite par ’approximation
pour différentes contitions initiales. Prenons r = 8.55, le tableau (2 — 2) montre les matri-

ces optimales pour différentes données initiales et I’erreur absolue maximale due aux deux
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approximations. Les figures (2 — 7) montrent I’erreur instantanée.

Conditions initales. Matrices «
zo = (0.1,0.5) —1.175¢
[|20]| = 0.5099 1
2o = (0.1,0.05) —1.004:
|o|| = 0.1118 1
2o = (0.01,0.05) —1.018
||zo|| = 0.0510 1
2o = (0.01,0.005) —1.000:
|20 = 0.0112 1
zo = (0.001,0.0005) —1 —&
|| zo|| = 1.1180 - 1073 1 0
zo = (107%5-107%) -1 =
|20l = 5.0990 - 10~* 1 0
2o = (107°,5-107?) —1 ¢
|20 = 5.0990 - 105 1 0
zo = (107°,5-1079) —1 -8
|zo|| = 1.1180 - 10~° 1 0

Tableau 2 — 2: Erreur absolue maximale due & ’approximation du systéme non linéaire

(2.23) par la linéarisation classique et la dérivation optimale pour différentes conditions

initiales.
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erreur

erreur

0,6

0,51

0,4 1

0,34

0,2

0,1

0,0

erreur due alaL.C.
erreur due alaD.O.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

temps

Figure 2-7-a: Tracé de l'erreur errl pour une

condition initiale zo = (0.1,0.5), ||zo|| = 0.5099

0,008

0,007

0,006

0,005

0,004

0,003

0,002

0,001

0,000

C

erreur due ala L.C.
erreur due ala D.O.

L LA AL LA A AL L A N S S SN S N
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
temps

Figure 2-7-b: Tracé de l'erreur errl pour une

ondition initiale xy = (0.1,0.05), ||zo|| = 0.1118
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erreur

erreur

erreur due alaL.C.
erreur due alaD.O.

00000 +———T———T+T T T T

——
0 1 2 3 4 5 6 7 8
temps

T T 1 T T T T 1 1.7
9 10 11 12 13 14 15

Figure 2-7-c: Tracé de ’erreur errl pour une

condition initiale zo = (0.01,0.05), ||zo|| = 0.0510

erreur due alaL.C.
erreur due alaD.O.

N

0 1 2 3 4 5 6 7 8
temps

| U U UL
9 10 11 12 13 14 15

Figure 2-7-d: Tracé de l'erreur errl pour une

condition initiale zo = (0.01,0.005) , ||zo|| = 0.0112
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erreur

erreur

| ——erreurdue alaL.C.
0,0000006 ——— erreur due alaD.O.

0000000 4+——T——T T T T T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

temps

Figure 2-7-e: Tracé de ’erreur errl pour une condition

initiale zo = (0.001,0.0005), ||zo| = 1.1180 - 103

4,50E-007

4,00E-007

3,50E-007 | erreur due ala L.C.

1 erreur due ala D.O.
3,00E-007

2,50E-007

2,00E-007

1,50E-007

1,00E-007

5,00E-008 V\/\/\/\/
0,00E+000 : — ——

LA DL DL LA B |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
temps

Figure 2-7-f: Tracé de I’erreur errl pour une condition

initiale 7o = (10745 - 107) | ||zo|| = 5.0990 - 10~*
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erreur

4,50E-009

4,00E-009 erreur due alaL.C.

erreur due ala D.O.

3,50E-009 —
3,00E-009 —
2,50E-009 — y
2,00E-009 —
1,50E-009 —
1,00E-009 —

5,00E-010

0,00E+-000 ~—————— LN T NI
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Figure 2-7-g: Tracé de ’erreur errl pour une condition

initiale 2o = (10755 - 107%) , ||zo|| = 5.0990 - 10~°

2,00E-010

erreur due a la L.C.
erreur due alaD.O.

1,60E-010
1,40E-010 —
1,20E-010 —
1,00E-010 —
8,00E-011 — ‘ \
A |
Nl

1,80E-010

6,00E-011

4,00E-011—- “

2,00E-011 ] ‘ '\' 1

0,00E+000 +—+—1"—""—"7T""T""T1T""T""T"T"T T T T T T T T
01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

temps

Figure 2-7-h: Tracé de l'erreur errl pour une condition

initiale 2o = (10755 - 1076) | ||z|| = 1.1180 - 107
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Commentaires

D’aprés le tableau (2 — 2) et les figures (2 — 7) nous remarquons que

— Pour des conditions initiales ||xo| > « (suffisamment éloignées de I’origine), la linéari-
sation par la dérivée optimale constitue la meilleure approximation (I’erreur considérée
est celle donnée par (2.19)), alors que pour une condition initiale ||zo| < «, c’est la
dérivation au sens de Fréchet qui est la meilleure.

— Pour une condition initiale xo donnée, ’approximation par la dérivation optimale est
meilleure dans un voisinage de la donnée initiale, tandis que la linéarisation classique est
meilleure au voisinage de l'origine (I'erreur considérée est instantanée : formule (2.18)).
Ces deux aspects reflétent le fait que la linéarisation par la dérivation au sens de Fréchet
(lorsqu’elle existe et lorsqu’elle est hyperbolique) constitue la meilleure approximation a

’origine.

2.4.7 Approximation des éléments de la matrice optimale

Lorsque le champ de vecteurs ne contient pas des non linéarités résultantes des produits
des variables d’états, les éléments de la matrice optimale peuvent étre approximés d’une
maniére similaire au cas scalaire, par des formules semblable & (2.12). Pour les systémes

d’ordre deux les coefficients sont donnés par

2 -

1

2 o
e = gy Jo ™ 1 (0,22) dos

2 (2.24)
ag = x2—(()) Oml(o) fa (x1,0) dzy

1

2 22(0)
Qg2 = x% (O) 0 ’ fo (0>$2) dxo
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2.4.8 Vitesse de contraction

On entend par la vitesse de contraction, la vitesse avec laquelle les solutions atteignent
Porigine. En effet, les solutions d’un systéme linéarisé par la D.O., s’écrivant sous la forme
x(t) = eAtxO, s’approchent de I'origine avec une vitesse exponentielle ; malheureusement,
ceci n’est pas vrai pour tous les systémes non linéaires, en particulier, pour ceux dont
I'origine constitue un attracteur dégénéré. Bien que la linéarisation de ces systémes par
la dérivée optimale préserve la majorité des propriétés qualitatives, elle ne préserve pas

la vitesse de contraction pour tous les systémes non linéaires.

Considérons le systéme suivant

d.ﬁCl

— =P (22 + 23)

d

= m () 229

2o = (—0.55,0.3)

la matrice optimale est

i ~0.1716  1.0298
A= . (2.26)
—0.9673 —0.1979

La figure (2 — 8) montre le vitesse de contraction des systémes linéarisé et non linéaire,
la figure (2 — 9) montre le plan de phase, a partir du quel, on s’apergoit que les solutions

données par la dérivée optimale atteignent 1’origine plus rapidement.

2.5 Applications

Dans cette section, nous allons mettre en oeuvre la procédure de linéarisation par la
dérivée optimale. Pour cela nous allons considérer des systemes physiques dont les non
linéarités sont d’origines différentes, nous nous proposons d’effectuer une comparaison
quantitative avec la linéarisation classique, par le calcul de l'erreur introduite par les

deux approximations.
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0,7

1 —— systéme linéarisé par la D.O.
— systéme non linéaire

0,6\

vitesse de convergence (en module)

temps

Figure 2-8: Vitesse de contraction des solutions du systéme

(2.25) et son linéarisé par la D.O. (2.26).

08+ —— solutions du systéme non linéaire
solutions du systeme linéarisé par la D.O.

0,6 1

0,4

0,0

0.2

04 —

Figure 2-9: Trajectoires (z1 (t),z2(t)) du systéme (2.25)
et son linéarisé par la D.O. (2.26).
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2.5.1 Circuit a diode

Considérons le circuit suivant

Id
[

L
i

Figure 2-10.

Le caractére non linéaire du circuit provient de la présence de la diode dont la caractéris-

tique est donnée par
ig = f (vg) = 3.85-10 %0y + 2107203 + 5 - 10~ %03 (2.27)

En choisisant comme variables d’état le courant de la self et la tension de la capacité,

I’application des lois de Kirchhoff, conduit au systéme suivant

dv v
R
5 (2.28)
LdZ—L =
a ¢

pour C = 107%F, L = 103H, R = 1K, et en posant v¢ = x1, i; = ¥, on obtient le

systeme suivant

d

M 1052, — 10%, — 3.85 - 10%2; — 2- 10%2 — 5 - 1043

dt

o (2.29)
% = 103$1

la matrice Jacobienne a l'origine s’écrit

—4850 —10°
DF (0) = (2.30)
103 0
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la matrice optimale pour zy = (0.8,0.008) s’écrit

~ —4.9617 - 10> —1.0005 - 10°
A= . (2.31)
0.9999 - 103 —9.7273 - 10712
Les figures (2 — 12) et (2 — 13) montrent les solutions du systéme non linéaire (2.29), et
de ses linéarisés par dérivation au sens de Fréchet au point d’équilibre et au sens de la
dérivée optimale. La figure (2 — 14) et le tableau (2 — 3) montrent ’erreur pour les deux

solutions. D’apres ces figures, I'erreur introduite par la dérivation optimale est nettement

inférieure a celle introduite par la linéarisation classique.

Erreur erry due a approximation du systéme non linéaire (2.29) 0.6417

par la linéarisation classique (2.30).

Erreur erry due a 'approximation du systéme non linéaire (2.29) 0.0452

par la dérivation optimale (2.31).

Tableau 2 — 3: Erreur due a I'approximation de (2.29) par la linéarisation classique et la

dérivation optimale.

2.5.2 Circuit a jonction Josephson en régime libre

La figure suivante représente un circuit a jonction Josephson

Figure 2-11.

La non linéarité est due a la jonction de Josephson qui constitue une inductance non

linéaire. Le courant qui passe a travers la jonction s’écrit i;, = Iy sin k¢, ol ¢; représente
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014+ —-— Solution du systéme non linéaire
0,124 —— Solution du systéme linéarisé par la D.O.
0,101 Solution donnée par linéarisation classique
0,084
0,06
0,04
X' 002
0,00
0,02

0,04
.0'06_

0040
-0,08-

00000 00001 00002 00003 00004 00005 00006
temps

région 1

Figure 2-12-a: Solution z (¢) de (2.29) et 8¢S Pigure 2-12-b: Zooming
linéarisés classique et par la dérivation optimale, .. <. région 1.

((2.30) et (2.31) Respectivement).

0,014
0,012 — — Solution du systéme non linéaire

—-— Solution du systéme linéarisé par la D.O.
——— Solution donnée par linéarisation classique

0010
0,008
0,006
0004
& 0,002
0,000]
-0,002]
-0,004 région 2
-0,006 -0,0030
-0,008]
00000 00001 00002 00003 00004 00005  0,0006
temps -0,0035 4

-0,0025 4

Figure 2-13-a: Solution x5 () de (2.29) et 56S Pigure 2-13-b: Zooming
linéarisés classique et par la dérivation optimale, ..o 1. région 2.

((2.30) et (2.31) Respectivement).
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o 0,24 0,02
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temps

Figure 2-14-a: Erreur due & ’approximation de Figure 2-14-b: Zooming
(2.29) par la L.C. et la D.O. ((2.30) dans la région 1.
et (2.31) Respectivement).
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le flux, k = 4%, e est la charge de I'électron et h la constante de Planck. L’équation

d’état régissant le systéme s’écrit

dve _ 1 [—Gve — Ipsinkg,]

a C (2.32)
doy, |
_ = UC

dt

pour G = 0.25 et des valeurs normalisées a 1 pour C, Iy et k, la matrice Jacobienne a
I'origine s’écrit
—-0.25 -1

DF (0) = O (2.33)

la matrice optimale pour zo = (0.3,0.5) est la suivante

| —0.2485 —0.9688
A= . (2.34)
1 0

Les figures (2 — 15) et (2 — 16) montrent les solutions des trois systémes, la figure (2 — 17)
et le tableau (2 — 4) montrent 'erreur introduite par les deux méthodes de linéarisation.
D’apres la figure (2 — 17), l'erreur absolue maximale due a ’approximation par la D.O.

est d’environ la moitié de celle introduite par la linéarisation classique, cette derniére

devient meilleure aprés un temps égale a environ 15.

Erreur erry due a 'approximation du systéme non linéaire (2.32) 0.0293

par la linéarisation classique (2.33).

Erreur erry due a 'approximation du systéme non linéaire (2.32) 0.0126

par la dérivation optimale (2.34).

Tableau 2 — 4: Erreur due a ’approximation de (2.32) par la linéarisation classique et la

dérivation optimale.

56



2.5.3 Dynamo

Le fonctionnement d’un dynamo peut étre décrit par le modéle simplifié suivant

(- _dS)
S = kY= ol (I + 1)
dl,
Ll% = —Ri[i + —Rsly + 1, Q4 (2.35)
dI.
L L2d_t2 = —Rg[g + NQQII

Les non linéarités sont quadratiques et résultent de produits de variables d’état, ce qui
donne & (2.35) une similarité avec les équations de Lorentz ; dans ce cas {2 désigne la
vitesse de rotation du disque, I, I5 sont les courants d’induit, k : coefficient de frottement,
J : moment d’inertie, p,, p, : constantes dépendantes de la constante de flux et des
résistances d’induit. En posant x; = Q,x9 = I;, 23 = I3, pour des valeurs numériques

telles que

L, = 02H, L, =0.1427H, R, = 104.440hm, Ry = Tdohm, Rz = Tdohm,

py = 108.66, py =77, k=153.92, J="T78.73

I’équation devient

( d
% = —1.9552; — 0.9782> (2 + 73)
d
% — 522.2225 — 37015 + 543.337, 79 (2.36)
d
\ % = —522.2205 + 543.33212

a linéarisation classique donne la matrice suivante

~1.955 0 0
DF(0) = 0  —522.22 370 (2.37)
0 0 —522.22
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Figure 2-15-a: Solution x; (t) de (2.38)
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Figure 2-17: Erreur due a I'approximation

de (2.32) par la L.C. et la D.O. ((2.33)
et (2.34) Respectivement).

99



la matrice optimale pour zy = (0.008, 0.008,0.005) s’écrit

~1.9550  —3.4416-10"3 —1.4839-102
A= | 79744-10"° —51796-102 —3.6985-10% |. (2.38)
7.6688 - 1079 4.2550 —5.2207 - 102

Les figures (2 — 18), (2 —19), (2 — 20) montrent les solutions, le tableau 2 — 5 montre

une comparaison quantitative

Erreur erry due a approximation du systéme non linéaire (2.36)
2.7568 - 107°
par la linéarisation classique (2.37).
Erreur erry due a ’approximation du systéme non linéaire (2.36
2 PP Y 236 1 9 0425 105
par la dérivation optimale (2.38).

Tableau 2 — 5: Erreur due a 'approximation de (2.36) par la linéarisation classique et la

dérivation optimale.

2.5.4 Commentaires

Les exemples présentés montrent le bon accord de la dérivation optimale avec le sys-
téme non linéaire. En effet, le tracé des solutions refléte la similitude des trajectoires,
d’un autre coté, le calcul d’erreurs montre que la dérivée optimale constitue la meilleure

approximation dans un voisinage du point de départ.
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Figure 2-18-a: Solution z; (t) de (2.36) et ses
linéarisés classique et par la dérivation optimale,

((2.37) et (2.38) Respectivement).
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Figure 2-19-a: Solution x5 (t) de (2.36) et ses

linéarisés classique et par la dérivation optimale,
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0,030

((2.37) et (2.38) Respectivement).
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00054 —-— Solution du systeme non linéaire
# —— Solution du systeme linéarisé par la D.O.
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Chapitre 111

Stabilité Asymptotique,

Instabilité par la Dérivée Optimale.
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Chapitre 3

Stabilité asymptotique,

Instabilité par la dérivée optimale

3.1 Introduction

S’agissant de I’étude de la stabilité d’un systéme non linéaire, et avec la difficulté de la
recherche d’une fonction de Lyapunov, la linéarisation classique présente un moyen im-
portant, qui souvent permet de donner une bonne approximation, cependant, ceci n’est
pas toujours vrai, en particulier dans les cas suivants

i) La dérivée au sens de Fréchet au point d’équilibre n’existe pas, c’est le cas ot le champ
de vecteurs présente des discontinuités au voisinage de 1’équilibre.

ii) La matrice Jacobienne au voisinage de ’équilibre présente au moins une valeur propre
nulle, ou une paire de valeurs propres purement imaginaires.

iii) Puisque, ’équivalence topologique entre le systéme non linéaire et son linéarisé
tangeant classifie les systémes selon la stabilité ou 'instabilité, il arrive que, la linéarisa-
tion classique confond entre un noeud et un foyer stables (respectivement instables).
Ces écueils ont justifié 'introduction d’autres méthodes d’analyse de la stabilité, [Hahn, 1967],
et [Gruyich et al, 1987] ”fonctions de Lyapunov vectorielles”, [Richard, Borne,

Gentina, 1988] ”normes vectorielles et majoration des systémes non linéaires”,[39)].
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Une autre approche a été de substituer a la notion de dérivation, la notion de sous différen-
tiel, on obtient ainsi une équation différentielle multivoque. L’objectif de ce chapitre est
d’étudier la stabilité non linéaire par linéarisation au sens de la dérivée optimale, notam-
ment lorsque la linéarisation classique n’éxiste pas, ou lorsqu’elle aboutit a un équilibre
non hyperbolique. L’hypothése sur le spectre de DF (z),x # 0, n’implique pas la sta-
bilité de 'origine du fait que la stabilité au sens de Lyapunov de ce dernier n’a pas été

supposée.

3.2 Stabilité dans le cas scalaire

3.2.1 Cas ou la dérivée au sens de Fréchet n’existe pas

Le probléme de la stabilité par linéarisation se pose en premier lieu lorsque la dérivée au

sens de Fréchet au point d’équilibre n’existe pas. C’est le cas par exemple, du systéme

sulvant
dz )
— = —x — sin ||
dt (3.1)
z (0) =

Le systéme (3.1) est non différentiable a I'origine, la dérivée optimale pour xy = 1, s’ecrit
:a = —1.9194 et pour zp = —1, s’ecrit : @ = —0.0806. L’origine de (3.1) est donc,
asymptotiquement stable, bien que les vitesses de contraction pour zy positif ou négatif
soient tres différentes, figures (3 — 1), (3 — 2).

Lorsque la dérivée au sens de Fréchet existe, on distingue deux cas qu’on étudiera par la

suite.

3.2.2 Cas hyperbolique

Dans le cas scalaire, le calcul par la derivée optimale conduit & des résultats identiques
a ceux donnés par la linéarisation classique, et donc ne donne aucun renseignement

supplémentaire d’un point de vue qualitatif.
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1,0
0,8 —— Solution du systéme non linéaire
—— Solution du systéme linéarisé par la D.O.
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< 044
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Figure 3-1: représente la variation de la solution z (¢) du systéme non linéaire

(3.1) et son linéarisé par la dérivée optimale pour zq = 1.

x(t)

0,67 . \ L
[ —— Solution du systeme non linéaire
— Solution du systéme linéarisé par la D.O.
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Figure 3-2: représente la variation de la solution x (t) du systéme non linéaire

(3.1) et son linéarisé par la dérivée optimale pour zo = —1.
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3.2.3 Cas non hyperbolique

Dans ce cas, la dérivée de f au point d’équilibre est nulle, la stabilité de I’équilibre dépend

du premier terme non linéaire, le systéme (2.6) s’écrit

dx
— =brF+g(x

z (0) = xg

ou k > 2,b € IR, bx* est le premier terme non linéaire, g (z) représente les termes d’ordre
superieur ou égal a k + 1. Le calcul de la dérivée optimale se fait en intégrant sur IR~ ou
IR™ selon que f’(zg) soit positive ou négative. Nous allons dans ce qui suit étudier la
stabilité dans des cas particuliers, en fonction de b et de k. Dans le calcul de a, nous allons
négliger les termes de g (x) puisque ; au voisinage de l'origine, ces termes n’apportent
aucune modification qualitative tant que le premier terme non linaire n’est pas nul , la

dérivée optimale s’ecrit

Il est clair que le signe de a dépend seulement de b et de k, nous distinguons les cas
suivants

—1cas : b positif, k impair

Dans ce cas, a est toujours positive le systéme (3.2) est instable.

—2%mecas : b négatif, k impair

Dans ce cas, a est toujours négative le systéme (3.2) est asymptotiquement stable.
—83%Mecqs : b de signe quelconque, k pair

Dans ce cas, 'hypothése h2 ne peut étre verifiée pour tout choix de z¢ € |—a,af,a €
IR (cette hypothése est vérifiee pour zo € |0, quand b est négatif et pour zq €
|—a, 0] quand b est positif). On se propose, pour calculer la dérivée optimale, de diviser
'intervalle |—«, o en deux sous intervalles |—«, 0[ et ]0, [, puis calculer @ sur chacun
d’eux. Nous aboutissons finalement & deux dérivées optimales & gauche et & droite de

I’équilibre pour le méme systéme ot
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—Une dérivée optimale de type stable pour des conditions initiales z situées dans un
sous intervalle et donnnant naissance a des solutions qui tendent vers l'origine quand
t — +00.

—Une dérivée optimale de type instable pour des conditions initiales x( situées dans
l’autre sous intervalle et donnant naissance a des solutions qui tendent vers 1’origine
quand t — —oo. Certains auteurs utilisent la terminologie ”demi stable” pour désigner

la nature de 1’équilibre dans le troisiéme cas.

Remarque 3.1

Le réle de la dérivée optimale dans l’étude de la stabilité est évident dans le cas scalaire
(45], [49], [60], [66] ; puisque la fonction x — v (x) = z%a(x) est une fonction de
Lyapunov pour ’équation non linéaire. Donc si x(t) est une solution de l’équation (3.2),

par dérivation par rapport a t on obtient

— @ @) alz®)] = (f ()" (3-3)

Puisque, d’un autre coté v(x) < 0, (a cause l’hypothése h2), nous obtenons v(x (t)) — 0

quand t — +00,et donc x (t) — 0 quand t — +0o0,

3.2.4 Application

Comme application, nous allons introduire trois exemples dont chacun représente un des

cas précédents.

Exemple 5 Considérons le circuit suivant [26]

68



Figure 3-3.

Ou R, représente une résistance non linéaire dont la caractéristique s’écrit :

Papplication des lois de Kirchhoff conduit au systéme suivant

di
Ld—z = —ri’.

En normalisant les valeurs de L et r a 1 on obtient

dx
_ 3

dt
son linéarisé au sens de la dérivée optimale pour xq = 1, s’écrit

dx
— =—-0.5
dt o

Exemple 6 Considérons le circuit suivant [26]

Figure 3-4.
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L’application des lois de Kirchhoff conduit a

i
Ld—z = i, (3.7)

Nous obtenons, aprés la normalisation des valeurs de L et r a1

dx 3

son linéarisé au sens de la dérivée optimale pour xo = 1, s’écrit

Les figures (3 —5) et (3 —7T) représentent les champs de vecteurs des systémes non
linéaires (3.5) et (3.8) respectivement, les figures (3 — 6) et (3 — 8) représentent les champs
de vecteurs linéarisés par la d.o. et, montrent la concordance de la dérivation optimale

avec le systéme non linéaire.

Exemple 7 Nous considérons le circuit de la figure (3 — 3), avec une non linéarité de la

forme v = ri?, nous obtenons finalement le systéme suivant

dz 9
— = — 3.10
a - (3.10)

son linéarisé au sens de la dérivée optimale dans le demi plan x > 0, pour xo = 1, s’écrit

dx

— = —0.66 3.11
et dans le demi plan x < 0, pour xo = —1, le linéarisé s’écrit

dx

— = 0.662. 3.12

La figure (3 —9) représente le champ de vecteurs du systéme non linéaire, les figures
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(3 —10), (3 — 11) représentent les champs de vecteurs des systémes linéarisés au sens de

la d.o. dans les deux demi plans.
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3.3 En présence de bifurcations élémentaires

Dans le cas ot le champ de vecteurs dépend d’un ou de plusieurs parameétres, la struc-
ture qualitative peut changer quand les paramétres varient. En particulier, des points
d’équilibre peuvent étre créés, détériorés ou changer de nature. Ces changements dy-
namiques sont appelés bifurcations, les valeurs de paramétres pour lesquelles une bifur-
cation a lieu sont appelées points de bifurcation.

Dans cette étude il ne s’agit pas, comme dans la section précédente, de trouver une
approximation linéaire unique au systéme (2.6), puisque les systémes linéaires subissent
rarement une bifurcation, mais plutdt de linéariser par la dérivée optimale pour plusieurs
plages du parametre de bifurcation en particulier a la valeur de bifurcation, cela va nous
permettre de juger 'aptitude de la d.o. de suivre des éventuels échangements de la

stabilité. Nous définissons la dérivée optimale parameétrée a (7, x).

3.3.1 Bifurcation point selle-noeud

La bifurcation point selle-noeud représente le mécanisme pour lequel les points d’équilibre

sont détruits, la forme normale de cette bifurcation est la suivante

dz 9
“r _ 2 1
i (3.13)

Nous allons voir la variation de la dynamique de (3.13) quand v varie

1“cas : v <0

Le systéme (3.13) ne posséde aucun point d’équilibre.

2°mecas 1y =0

I'origine est le seul point d’équilibre. L’analyse par la linéarisation classique ne permet

pas de déterminer la stabilité, cependant, ’analyse par la dérivée optimale conduit a

™
I
|

Zo
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qui est de type instable quand xy € |—«, 0] et de type stable quand zg € ]0,af, o € RT,
I’origine est donc ”demi stable”.

3mecas : v =0

Le systeme (3.13) posséde deux points d’équilibre : x.y1 = —/7 et g2 = /7, la linéari-
sation classique et la linéarisation par la dérivée optimale donnent

—Au voisinage de 1,

f(@1eq) = 20/7 (3.14)
i=2 [ﬁ + %xo] . (3.15)

—Au voisinage de

[ (@eg2) = =24/ (3.16)

Donc, par les deux linéarisations x4 est instable, x4, est asymptotiquement stable.
Quand vy = 0, le systéme (3.13) posséde un seul point d’équilibre, de type demi stable.
En effet, pour v < 0 et tendant vers 0, les deux points d’équilibre s’approchent 1'un de

I’autre et deviennent confondus a la valeur de bifurcation v = 0.

3.3.2 Bifurcation transcritique

Dans certaines situations, le point d’équilibre doit toujours exister, dans ce cas la bifur-
cation est caractérisée par un échangement dans la stabilité de ’équilibre, la bifurcation
transcritique est un modéle standart pour un tel échangement, sa forme normale est la
suivante

d
d—f = yx — z°. (3.18)

Tout comme le cas précédent on distingue trois domaines différents en fonction ~.
1%cas :7 <0
Dans ce cas le systeme (3.18) posseéde deux points d’équilibre x;., = 0 et xa,, = 7.

L’analyse de la stabilité par la linéarisation classique et par la dérivée optimale donne
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—Au voisinage de 'origine

f1(0) =~
. 2
a=7v——-x
g 370
—Au voisinage de X,y = 7y
f (%2eq) = =
. 2
a=—y— =xg.
v 3o

Donc, par les deux linéarisations, x;., est asymptotiquement stable, x5., est instable.
2°mecas 1y = 0

Quand y s’approche de 0, le point d’équilibre x,., s’approche de I'origine. A la valeur de
bifurcation, les deux points sont confondus. L’analyse de la stabilité par la linéarisation

classique aboutit & un cas dégénéré, par la dérivée optimale on obtient

ce qui donne deux approximations optimales dont I'une est de type stable, 'autre est de
type instable, selon la position de x(, I’équilibre est demi stable.

3°mecas 1y > 0

Le point d’équilibre x5, = 7y apparait de nouveau, I’analyse de la stabilité par les deux
méthodes donne

—Au voisinage de 'origine

f(0) =~
. 2
a=7v——-x
v 310
—Au voisinage de Xg¢; = 7
f, (XQeq) = -7



_ 2
a = —7v— =Tp.

3

L’origine est donc instable, le deuxiéme point d’équilibre x5, = 7 est asymptotiquement

stable, il s’est produit donc un échangement de stabilité entre les deux points d’équilibre.

3.3.3 Bifurcation fourche

Cette bifurcation est souvent commune aux systémes physiques présentant une symétrie,
elle existe en deux variétés, nous allons nous contenter d’étudier la bifurcation fourche

supercritique qui a comme forme normale

d
d—f = yr — 2°. (3.19)

Notons que cette équation est invariante sous un changement de variable x — —x, I’étude
du comportement de (3.19) en fonction de 7 se fait comme suit
1¢cas vy <0

Le systéme (3.19) posséde un seul point d’équilibre situé a 1’origine, la linéarisation donne

I'origine est donc asymptotiquement stable.
2°m¢cas 1y = ()

L’origine est toujours le seul point d’équilibre, il constitue un point d’équilibre dégénéré,
la linéarisation classique ne permet pas de déterminer sa nature, cependant, il est asymp-

totiquement stable par la dérivée optimale, puisque
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3mecas 1y > 0
Dans ce cas, en plus de l'origine, deux nouveaux points d’équilibre apparaissent, ’analyse
de la stabilité donne

—Au voisinage de x1,q = —/7

fl (xleq) = _27
_ x}
a=—2y— 5 + 2z04/7.

—Au voisinage de T3, = /¥

f (x2eq) = —2v

ZC2
a=—2y— 50 — 270+/7-

—Au voisinage de 'origine

donc, par les deux méthodes de linéarisation, z1., et 2, sont asymptotiquement stables,

’origine est instable.

Remarque 3.2 Dans tout le calcul précédent, xo est voisin de zero, en effet, les différents
points xo sont obtenus aprés une translation d’un point arbitraire pris au voisinage de

I’équilibre.

3.3.4 Conclusion

L’intérét présenté par la dérivée optimale réside surtout, dans la détermination de la
nature de I’équilibre a la valeur de bifurcation, du fait, qu’a cette valeur, la linéarisation

classique tombe sur un cas dégénéré et ne permet pas donc de déterminer la nature de
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I'équilibre. Les figures (3 — 12) & (3 — 14) montrent les dérivées optimales en fonction du

parameétre de bifurcation.

3.4 Application de la dérivée optimale scalaire aux
systémes conservatifs d’ordre deux.

Dans ce qui suit, nous nous proposons d’appliquer la méthode de la dérivée optimale aux
systémes conservatifs, pour la détermination de la nature de 1’équilibre, en particulier
dans les cas dégénérés. Rappelons que les points d’équilibre des systémes conservatifs ne
sont jamais attracteurs, de ce fait, la procédure itérative ne converge pas, I’équation (1.36)
étant linéaire, nous procéderons par la linéarisation de v (x1) par la dérivation optimale
scalaire pour la détermination de la nature du point d’équilibre. Puisque la solution
de la seconde équation differentielle s’écrit sous la forme x5 (t) = x5 (0) — fot v(xy (1)),
nous supposons que 1 (0) = x5 (0), (aprés une translation éventuelle a l'origine), cela va
nous permettre de déterminer la nature du point d’équilibre méme dans le cas dégénéré
: V" (21¢9) = 0.

Apres toute translation éventuelle du point d’équilibre a Porigine, la relation (2.12) de-

vient (nous notons z; (0) = zg;).

» 2 Z01
a(xe) = —2/ (—v(x1)) dxy. (3.20)
To1 Jo
En tenant compte de (1.38) il vient
~ -2
a (ZL’Ql) = TV (11301> . (321)
Lo1

La dérivée optimale dépend seulement de la valeur de zy; et de la fonction potentielle,
la détermination de la nature d’un point d’équilibre est simple et, dépend seulement du

signe de a, le systéme linéarisé du systéme conservatif s’écrit
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Figure 3-12: Dérivée optimale en fonction du parameétre

de bifurcation, cas de la bifurcation point selle noeud.
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Figure 3-13: Dérivée optimale en fonction du parameétre

de bifurcation, cas de la bifurcation transcritique.
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Figure 3-14: Dérivée optimale en fonction du parametre

de bifurcation, cas de la bifurcation fourche.
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z. (3.22)

Donc
—3Si a est négative, le point d’équilibre ., (1.4, 0) est un centre.
—Si a est positive, le point d’équilibre est un point selle.

Considérons I’exemple du premier chapitre

dl’l

- = xz

dt

dry L (3.23)
a M

Ce systeme posséde trois points d’équilibre, la linéarisation par la dérivée optimale donne
— au point Tieq = 0

Nous avons @ = 0.995, pour zo = (0.1,0.1) . Le linéarisé de (3.23) est le suivant

d 0 1
i @ (3.24)
dt 0.995 0
I’origine est donc un point selle.
—au point Tieq = 1
Nous avons a = —2.1012; pour xy = (1.05,0.05), le systéme linéarisé de (3.23) au voisi-
nage de ce point est
d 0 1 z;— 1
& ' (3.25)
dt ~2.1012 0 s
le point d’équilibre z., = (1,0) est un centre.
—au point Tieq = —1
Nous avons a = —1.9012, zy = (—1.05,0.05) , le systéme linéarisé de (3.23) au voisinage
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de ce point est

dx B 0 1 r1+1 (3.26)
dt —~1.9012 0 To

le point d’équilibre z., = (—1,0) est donc un centre.

La figure (3 — 15) montre le champ de vecteurs du systéme linéarisé au voisinage de
lorigine, la figure (3 — 16) montre le plan de phase du systéme non linéaire (3.23) et son
linéarisé (3.25) au voisinage de z., = (1,0), la figure (3 — 17) montre le plan de phase du

systéme non linéaire (3.23) et son linéarisé (3.26) au voisinage de z., = (—1,0).

Exemple 8 Un cas dégénéré

Considérons le systéme conservatif suivant

dl’l
_ = a:'2
dt (3.27)
drs _ ba?
dt !
| | , b, o \ |
La fonction potentielle est donnée par V (x1) = _le’ l'origine correspond a un point

d’équilibre dégénéré puisque V" (0) = 0. Dans ce cas il est impossible de déterminer la
nature de ce point par la deuxiéme dérivée de I’énergie potentielle, le calcul de la dérivée
optimale donne a = %bxgl, ce qui permet de conclure que [’origine est un point selle
quand b > 0 et un centre quand b < 0. Les figures (3 — 19) et (3 —20) montrent le champ

de vecteurs du systéme non linéaire (3.27) .
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Figure 3-15: représente le champ de vecteurs du systéme (3.24),

linéarisé par la d.o. de (3.23) au voisinage de l’origine.
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Figure 3-16: représente le plan de phase (x1(t),x9(t)) du systéme non linéaire

(3.23) et son linéarisé au sens de la d.o. (3.25) au voisinage de (1,0).
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solution du systeme linéairisé par la D.O.
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Figure 3-17: représente le plan de phase (x1(t),x9(t)) du systéme non linéaire

(3.23) et son linéarisé au sens de la d.o. (3.26) au voisinage de (-1,0).
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3.5 Stabilité dans le plan de phase.

3.5.1 Cas ou la linéarisation classique n’existe pas.

Les théoremes de linéarisation classique ne sont pas applicables, puisque la Jacobienne
au point d’équilibre n’existe pas, une telle situation peut étre rencontrée, par exemple,

dans le cas du circuit suivant

104
o
A, - Yy 7
5 o
g s
g 4]
34
3 3 :
1<
P
B R e T RS T
d courant
Ay, -
Figure 3-21-b: Caractéristique
Figure 3-21-a non linéaire.

Ce circuit contient une résistance non linéaire dont la caractéristique (figure (3 — 21 — b))
présente une linéarité de type valeur absolue : vy = Ry (in + |in|), L’équation d’état est

la suivante

di . . .
o dil = —(R1+ R+ Ro) iz, — Rsir, — Rolig,|
dig, . . ' (3.28)
Lz dt2 = —RgZLl — (R2 + Rg) ZL2
En posant x; = i1, et vo = ir,, et en normalisant les valeurs des composants a 1,

l'application de la dérivée optimale pour zo = (0.5,0.3) et g = (—0.5,0.3) conduit,

respectivement aux systémes linéaires suivants

d

Y 395242, — 1.06864

ddt (3.29)
4Tz = —x1— 22

L 1 2
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et

dl’l

— = —2.]71 — T2

ddf . (3.30)
4t _ —x1 — 2%

o 1 2

Les matrices optimales prévoient un noeud stable & 'origine, puisque, leurs valeurs pro-
pres sont réelles négatives. Les solutions du systéme non linéaire (3.28) et ses linéarisés
au sens de la dérivation optimale (3.29) et (3.30) , sont représentées dans le plan de phase

(figure (3 —22)), les figures (3 — 23) et (3 — 24) représentent les champs de vecteurs.

3.5.2 En présence d’une valeur propre nulle.
Intoduction.

Nous avons vu précédemment, que lorsque la matrice Jacobienne a de 1’équilibre présente
au moins une valeur propre nulle, le systéme non linéaire et son linéarisé classique ne sont
plus équivalents (différentiablement puisque le probléme de résonance existera toujours
dans cette situation, topologiquement & cause du théoréme de Hartman et Grobman),
dans ce cas les non linéarités influent sur la stabilité et ne peuvent pas étre négligées.
Nous nous proposons donc, d’étudier le comportement de tels systémes par linéarisation

par la dérivée optimale.

Linéarisation par la dérivée optimale.

Considérons un systéme non linéaire d’ordre deux

dz

— = h(a1,22)

dx

d_t2 = fa(z1,72) - (3.31)
xXr (to) = 2o

La fonction vectorielle F' = (f, f2) : IR*> — IR? est supposée localement Lipschizienne,

avec F'(0) = 0. Dans le cas ou la matrice Jacobienne présente une valeur propre nulle,
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son déterminant est nul : ajjas = ajzag;. Les figures (3 — 31) et (3 — 41) représentent
le champ de vecteurs d’un systéme linéaire présentant une valeur propre nulle. Dans ce
qui suit, et afin de simplifier I’étude, nous considérons la forme la plus standart quand il

s’agit d’une valeur propre nulle, c’est & dire que ass, a12 €t as; sont nuls.
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50 — —Solution du systeme linéarisé par la D.O..
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Figure 3-22: repésente le plan de phase (z1 (t), 22 (t)) du systéme (3.28) et ses

linéarisés par la D.O. pour les conditions initiales xy = (0.5,0.3) et 29 = (—0.5,0.3)
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Figure 3-23: représente le champ de vecteurs

du systéme non linéaire (3.28).
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Figure 3-24: représente le champ de vecteurs du

linéarisé au sens de la D.O. du systéme (3.28).
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dans ces conditions, (3.31) devient

dx aj; 0 g1 (1, 22)

- = x +

dt 0 0 [0 (l’l, {L'Q) (332)
x(0) =z

G = (g1, 92) avec G (0) = 0, DG (0) = 0. La stabilité de (3.32) dépend, en premier lieu,
du signe de aq;. Sachant que les termes de g; (71, x2) n’influent pas sur la stabilité tant
que a1 n’est pas nul, nous nous proposons donc, de les négliger au voisinage de 1’origine.
Dans ce cas, la solution de la premiére équation scalaire s’écrit xq (t) = xo1e™''. Dans ce
qui suit, nous supposons que a;; < 0, cela implique que z; (t) — 0, quand ¢ — +o0.
Il reste afin de déterminer la stabilité de (3.32), de déterminer le comportement de x5 (t)
au voisinage de I’origine. On se propose d’écrire la non linéarité g (x1, z2) sous les formes
suivantes

* g2 (21, w2) = baf

* g (w1, T2) = ba§

* g2 (1, x2) = ba'ay?

Premier cas ¢, (71, 15) = bt

Nous supposons que 1 (0) = x5 (0) , afin de pouvoir appliquer la dérivée optimale scalaire.

Le calcul donne le systeme linéarisé suivant

dr - -1 0
d—f —Adw=| e (3.33)

Le calcul des valeurs propres de la D.O. donne

)\1:—1
)\2:0

(3.34)
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quel que soit les valeurs de b et k, la matrice optimale A; aboutit & un équilibre non
hyperbolique.

Deuxiéme cas ¢, (71, 79) = bk

Le systéme (3.32) a le comportement d’un systéme découplé, une petite investigation
dans la section 3-2-3 nous montre que lorsque le temps tend vers I'infini

i) xg (t) — 400 quand k est impair, b > 0.

i1) xg (t) — 0 quand k est impair, b < 0.

i11) x5 (t) — 0 ou bien xq (t) — +00, selon que x( soit situé dans le demi plan a gauche
ou & droite de I’équilibre, quand k& est pair.

Ce résultat peut étre confirmé par le théoréme de Lyapunov-Schmidt [37].

Troisiéme cas g, (71, 13) = bzt a2

Dans cette situation Porigine n’est pas attracteur, on se contente de calculer A;. L’exemple

présenté dans I'application montre 'efficacité de la D.O..

Applications

Exemple 9 Clircuit non linéaire avec une dégénérescence cubique : Cas d’un noeud

Nous nous proposons d’étudier le comportement du point d’équilibre du circuit suivant

Lz

F-non lindaire

i

Figure 3-25.

Les équations d’état sont données par

dis, o
Ll L =—R (ZLl + ZLQ) — UR non linéaire

i (3.35)
L d? = —R(ir, +ir,)
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, . ., ey, _ -3 ., . . .
Nous écrivons la non linéarité sous la forme VR non tinéaire = ;- La linéarisation classique

tombe sur un cas dégénéré puisque les valeurs propres du linéarisé tangeant sont

)\1 =0 et )\2 = —2R.

Le tableau suivant donne les matrices optimales pour différentes conditions initiales (les

composants étant normalisés).

Conditions initiales Matrices optimales Valeurs propres
—1.0030 —1.0006 A = —2.0018
(—0.001,0.1) ou (0.001,—0.1)
-1 —1 Ao = —1.1989 - 1073
—1.0139 —0.9912 A = —2.0026
(0.1,0.1) ou (—0.1,-0.1)
-1 -1 Ay = —1.1335-1073

Tableau 3-1: Matrices optimales pour le systéme non linéaire (3.35) .

Les figures (3 — 26) et (3 — 27) représentent les solutions du systéme non linéaire (3.35) et
ses linéarisations au sens classique et au sens de la dérivée optimale, les figures (3 — 28)
et (3 —29) montrent les plans de phase (1 (t), x5 (1)), enfin les figures (3 — 30),(3 — 31)
et (3 — 32) représentent les champs de vecteurs. Les figures (3 — 26) a (3 — 32) reflétent
l’avantage de la dérivation optimale. En effet les trajectoires du linéarisé classique con-
vergent vers la droite x = —y (qui constitue un ensemble d’équilibre), alors que la réalité
est différente, les trajectoires du systéme non linéaire tendent vers la droite x = —y,
puis vers l'origine. Ceci est vrai pour le linéarisé par la dérivation optimale, En plus, les
valeurs propres des matrices optimales nous permettent de prédire la nature de l'origine

(qui est un noeud stable).

Exemple 10 Cas d’un foyer

Le systéme suivant

dl’l
= :EZ

dt (3.36)

dxo 5 ) g .
=W COST1SIMNX1 — —SINT1 — MIy

dt I
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014+ 010+
— Solution du systéme non linéaire. 008 — Solution du systéme non linéaire.
0,12 . : > el . N
Solution du systeme linéarisé par la D.O.. —— Solution du systéme linéarisé par la D.O..
0104  — Solution du linéarisé classique. 0,06 —+— Solution du linéarisé classique.
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Figure 3-26 : Variation des solutions x1 (t) Figure 3-27: Variation des solutions x5 (t)
du systéme non linéaire (3.35) et ses du systéme non linéaire (3.35) et ses

linéarisés pour x1 (0) = £0.001 linéarisés pour x4 (0) = £0.1
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Figure 3-28: Espace de phase du systéme Figure 3-29: Espace de phase du
non linéaire (3.35) et son linéarisé linéarisé classique du systéme non
au sens de la D.O., pour ro = (—0.001,0.1), linéaire (3.35) pour xo = (—0.001,0.1),
(0.001,-0.1),(0.1,0.1) et (—0.1,—-0.1). (0.001,-0.1),(0.1,0.1) et (—0.1,—0.1)
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subit une bifurcation fourche pour w = \/% , on parvient a démonter par la linéarisation
classique que

— Pour w < %, le systéme (3.36) posséde un seul point d’équilibre asymptotiquement
stable situé o lorigine.

— Pour w > \/% en plus de lorigine, qui devient instable, le systéme (3.36) posséde
deux autres points d’équilibre asymptotiquement stables situés a (:I: arccos s, 0) :

Nous nous proposons d’étudier la nature de ’équilibre a la valeur de bifurcation. Dans

cette situation, la linéarisation classique donne le systéme suivant

dl’l
dt
A (3.37)
— = —mx
dt ?
Les valeurs propres de la dérivée au sens de Fréchet étant \y = 0, et Ay = —m ; I’équilibre

est mon hyperbolique. Le calcul de la dérivée optimale pour g = 9.81,1 = 0.25,m = 0.1 et

des conditions initiales xo = (0.05,0.1), donne la matrice suivante

~ 0 1
i (3.38)
~0.3629 —0.1084

ayant comme valeurs propres

A1 = —0.0390 + 1.3801¢
A = —0.03900 — 1.3801:

(3.39)

donc, par linéarisation au sens de la dérivée optimale, [’origine est un foyer stable fig-
ure (3 —36). D’aprés les figures (3 — 34) et (3 — 35) représentant les solutions ;1 (t) et
x9 (t) ;5 la D.O. présente deux avantages par rapport & la linéarisation classique

1. Le premier se situe dans la solution 1 (t), ow l'on remarque que celle donnée par la

linéarisation classique ne converge pas vers l’origine, cect est di a la présence de la valeur
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propre nulle, alors que la solution non linéaire et celle donnée par la D.O. convergent vers
lorigine.

2. Le deuziéme se situe dans la solution x5 (t), ot 'on remarque que celle donnée par la
linéarisation classique converge vers l'origine beaucoup plus rapidement puisque la ma-
trice Jacobienne posséde une valeur propre réelle sur cette direction, alors que la solution

non linéaire et celle donnée par la D.O. convergent vers l’origine en oscillant.

Exemple 11 Circuit non linéaire avec une dégénérescence quadratique.

Le circuit suivant est dérivé du circuit de Chua

[e11]

—_— i T Ind| g G rondinaairs

Figure 3-33.

Les équations d’état régissant le systéme sont les suivants

dve,
4 d? = GU (UC2 - Ucl) - 4g (Ucl> (3 40)
d/l} N . .
ng—f = G(] ('UC’l — '1102)

Avec g (ve,), la caractéristique non linéaire, qu’on supposera quadratique : g (ve,) =
v%l. En normalisant C1,Cy et Gg a 1, les valeurs propres du linéarisé classique sont
A =0 ;X = =2 la dégénérescence est identique a celle de ’exemple 9. L’application

de la dérwation optimale conduit au tableau suivant
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Conditions initiales Matrices optimales Valeurs propres
—1.0476  0.9835 A1 = —2.0158
(—0.1,0.3) 1.0000  —1.0000 Ay = —3.1798 - 1072
—1.0601  1.0428 A1 = —2.0517
(0.1, —0.05) 1.0000  —1.0000 Ay = —8.4597 - 1073
—1.1434 1.0123 A1 = —2.0804
(0.05,0.3) 1.0000  —1.0000 Ay = —0.6302 - 1072
—0.9019 0.9746 A = 3.7486 - 1072
(—0.1,-0.1) 1.0000  —1.0000 A2 = —1.9394

Tableau 3-2: Matrices optimales pour le systéme (3.40) .

Les figures (3 — 37), (3 — 38) représentent les solutions, la figure (3 — 39) montre le plan
de phase, enfin les figures (3 — 40) a (3 — 43) montrent les champs de vecteurs.

La non linéarité dans ce cas est quadratique, dans le paragraphe 3 — 2 — 3 nous avons
associé la notion de demi-stable & ce type de non linéarité, nous définisons deux dérivées
optimales pour le systéme (3.40), les trajectoires du linéarisé classique tendent vers la
droite x = y, (figure (3 —43)). En effet, a cause de la non linéarité, les solutions du
systéme non linéaire tendent vers la droite x =y, puis vers l'origine dans le segment de
la droite situé dans le plan x > 0,y > 0 ; et vers —oo pour le segment situé dans le plan
r < 0,y < 0. La linéarisation par la dérivation optimale donne deux approximations dont
les champs sont tracés sur les figures (3 — 41) et (3 — 42) et, qui reflétent le comportement

non linéaire (figure (3 —40)) avec grande précision.

Exemple 12 Nous considérons le systéme suivant

e _

a !

d(L’Q

% _ _les (3.41)

2o = (1073,1073)
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104 0,30 Solution du systeme non linéaire.
' o T — — Solution du systéme linéarisé par la D.O..
08d 0,25+ —— Solution du linéarisé classique.
¢ 020
06 77 ——— Solution du systéme non linéaire
7 ——— Solution du systéme linéarisé par la D.O. = 7
X' 04+ ] —— Solution donnée par linéarisation classique X 0104

0,05

0,00 (E
-0,05 4

100 150 200 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160
temps temps

Figure 3-34: Variation des solutions xy (t) du Figure 3-37: Variation des solutions

systéme non linéaire (3.36) et ses x1 (t) du systéme non linéaire
linéarisés a la valeur de bifurcation. (3.40) et ses linéarisés .
020
0151 Solution du systéme non linéaire
—— Solution du systeme linéarisé par la D.O. 0,15
0104 . Solution donnée par linéarisation classique
d 0,10
0,05 i
0,05
N )
0,004 X 0,00 ]
1 005 —— Solution du systéme non linéaire.
0054 00 | — — Solution du systéme linéarisé par la D.O..
010 —— Solution du linéarisé classique.
-0,10 T T T T
0 50 100 150 200 20 0 20 40 60 8 100 120 140 160
temps temps

Figure 3-35: Variation des solutions xs (t) du Figure 3-38: Variation des solutions
systéme non linéaire (3.36) et ses xo (t) du systéme non linéaire

linéarisés a la valeur de bifurcation. (3.40) et ses linéarisés .
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0,15+ Syste g 050 —— Solution du systéme non linéaire.
] eme PO[] Ilnqare laD.o 0,45 — — Solution du systeme linéarisé par la D.O..
0104 —— Systeme linearisé par la D.O. 040.] —— Solution du linéarisé classique.
035
030
0,05 o]
5 3 020 -
0,00 0,15
010
0,05 0,05
_ 000
B 0,05
010 T T T T '

Figure 3-36: Plan de phase (x1(t),x2(t)) Figure 3-39: Plan de phase (x1(t),x2 (t))
du systéme non linéaire (3.36) et son du systéme non linéaire (3.40) et ses

linéarisé par la D.O . pour xo = (0.05,0.1) linéarisés pour différentes données initiales.

100



T T T Tha T Than Tra e e D2 ‘m‘u‘a‘a‘m‘&‘\-}/ﬂ—
T Trma Thma Thma T T T Ttma Thea e T T T T T T Mg -~
Trm ol Tran Tren T Tl T Ty Ty Ty T e Thm Thm Ty Tw Y e
T e e T T e e e e Th T e The T Mg T

e I B | T Thy Ty, Ty —— T T e e e
T e e e T T e e T Trea Ty T T T e e
T T e T T T T T Thaw e T, Thma e T e e T T e
T TR T T T Tma T e e e T T T T T T e e e
T Thm The T T T T T T T et T T T T e P e e e
.2 s v o s, ey, e e e R = = .2
T T e T T T T T T T T e A e e T T
T T Thw e e Tha e T TR T T T T T T e T T T
B T i N | B | v e T e e e e v e
T T L i e e
‘i_ En — e e o e e e e e e e
e e T e e T o o R N o S I R
_-—— e e e e e .2 L e TR TR TR T e W v w

Figure 3-40: Champ de vecteurs du systéme non linéaire (3.40) .
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Figure 3-41: Champ de vecteurs du

x <0 du systéeme (3.40).

linéarisé par la D.O. dans le demi plan

Fig

ure 3-42: Champ de vecteurs du

linéarisé par la D.O. dans le demi plan

x>0 du systéme (3.40

)
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Figure 3-43: Champ de vecteurs du linéarisé classique du systéme non linéaire (3.40) .




on obtient

; -1 0
A = . (3.42)
—0.5-107 0

Les champs de vecteurs non linéaire et linéarisé par la D.O. sont tracés dans les figures

(3 —44) et (3 —45), les solutions sont paralléles a l'axe des x et tendent vers [’ensemble

xz = 0 dans les deuzx cas.

Exemple 13 En considérant le systéme suivant

dCL’l
— = —I
dt !
dx

To = (10_3, 10_3)

on obtient

- -1 2.7329 - 10~17
—6.7855- 107 3.7126 - 10710

Les figures (3 — 46) et (3 — 47) montrent une comparaison entre le systéme non linéaire
et son linéarisé au sens de la D.O.. En effet, les trajectoires dans les deux cas tendent

vers ’ensemble x = 0.

Commentaires La similitude des champs des vecteurs, du systéme non linéaire et son
linéarisé au sens de la dérivée optimale, dans les deux exemples précédents, implique, le
bon accord de la dérivée optimale A; avec le systéme non linéaire, ceci, malgré la présence

de la valeur propre nulle que présente A;.
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Figure 3-44: Champ de vecteurs du

systéme non linéaire (3.41).
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Figure 3-46: Champ de vecteurs du

systéme non linéaire (3.43).

Figure 3-45: Champ de vcteurs du
systéme linéarisé par la D.O. de (3.41).
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Figure 3-47: Champ de vecteurs du
systéme linéarisé par la D.O. de (3.43) ..




3.6 En présence d’une paire de valeurs propres pure-

ment imaginaires

Tout comme le cas d’une valeur propre nulle, la présence d’'une paire de valeurs propres
purement imaginaires met la linéarisation classique en échec. Dans cette situation, la
matrice Jacobienne au point d’équilibre est caractérisée par un déterminant positif et
par une trace nulle.

Dans ces conditions, le systéme non linéaire peut avoir la forme simplifiée suivante

d 0 —a bz 1, T
d_:;: o . 171 f1 (71, 72) (3.45)

az 0 baxa fa (21, 72)

f1 et fo sont des fonctions positives. aq, ay positives. On distingue trois cas, selon le signe
de by et bs.

Premier cas by et by négatifs : Le spectre de DF (x) est négatif, le calcul de la dérivée
optimale aboutit & une matrice optimale de type stable, on parle de non linéarités sta-
bilisantes.

Deuziéme cas by et by positifs : Le spectre de DF (z) est positif, le calcul de la dérivée
optimale aboutit & une matrice optimale de type instable, on parle de non linéarités in-
stabilisantes.

Troisiéme cas by et by de signes différents : Au voisinage de 1’équilibre les non linéar-
ités n’influent pas, pour o suffisamment petit, la matrice initiale DF (x) et la matrice

optimale sont trés proches de la matrice Jacobienne & 'origine.

Cas de non linéarités stabilisantes

Considérons le circuit suivant
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Figure 3-48.

Ou R, est une résistance non linéaire commandée en courant, R,, une résistance non

linéaire commandée en tension. Les caractéristiques des résistances s’écrivent

Vp1 = 7 (In1) = iilv in2 = g (Vn2) = 1}22'

Les équations d’état sont

d
Cﬁ = —’iL — ’U%

dt . (3.46)
L% =vg — 13

a ¢k

En normalisant les valeurs des composants a 1 et, en prenant x; = vg,xs = i, (3.46)

devient
d(L’l 3
P
dr , (3.47)
— =z —x
dt to

la matrice Jacobienne a l'origine s’écrit

DF (0) = (3.48)

et donc elle prédit un centre. La matrice Jacobienne en un point xy quelconque s’écrit

DF (LEO> = )
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et est de type stable, le cacul de la dérivée optimale pour différentes conditions initiales

donne
Conditions initiales | Matrices optimales Valeurs propres
(1.0.5) —0.3526 —1.0712 A = —0.3694 + 1.0041¢
o 0.9415 —0.3862 Ao = —0.3694 — 1.00414
—0.0069 —1.0000 A1 = —0.0070 + 0.9998
(0.1,0.05)
0.9997 —0.0071 Ay = —0.0070 — 0.9998
—7.4761-1077 —1.0000 Al = —7.4843 - 1077 + 1.00004
(0.001,0)
1.0000 —7.5015-107"7 A\ = —7.4843 - 1077 — 1.0000¢

Tableau 3-3: Matrices optimales de (3.47) pour différentes données initiales.

En effet, les termes non linéaires, qui n’apparaissent pas dans le linéarisé classique et, qui
apparaissent sur la diagonale de la matrice optimale, donnent la nature de 1’équilibre.
La trace de la matrice optimale étant négative, le systéme (3.47) est asymptotique-
ment stable. Nous remarquons aussi, que lorsque, les conditions initiales s’approchent
de l'origine, les termes diagonaux de la matrice optimale tendent vers 0, et les valeurs
propres s’approchent de ceux du cas dégénéré, ceci confirme la propriété 2-4-2 citée dans
le chapitre deux et provient du fait que les non linéarités deviennent de plus en plus
négligeables quand on s’approche de lorigine. Les figures (3 — 50) et (3 — 51) montrent

les solutions, la figure (3 — 52) montre ’espace des mouvement.

Cas de non linéarités instabilisantes

Dans le cas précédent, la non linéarité était stabilisante, elle donnait naissance a un
équilibre asymptotiquement stable, dans ce cas nous allons considérer une non linéarité
instabilisante, le calcul de la matrice optimale se fait en intégant sur /R~. On se propose

d’étudier le comportement du circuit de la figure (3 — 49).
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Figure 3-50: Variation des solutions z; () du systéme (3.47) et ses linéarisés

classique

0,25

(3.48) et au sens de la D.O. pour zy = (01,0.05)
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Figure 3-51: Variation des solutions z5 () du systéme (3.47) et ses linéarisés

classique (3.48) et au sens de la D.O. pour zq = (01, 0.05)
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Figure 3-52: Espace des mouvements (z; (t),x2 (t),t) du systéme (3.47) et ses

linéarisés classique (3.48) et au sens de la D.O. pour xy = (01,0.05)
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Figure 3-49.

Ou R, est une résistance non linéaire commandée en tension, R, est une résistance non

linéaire commandée en courant. Les caractéristiques des résistances s’écrivent

Vp1 =7 (in1) = iila in2 = g (Vn2) = 7}22

dans ce cas les équations d’état sont

d
Cﬂ == —iL + U%«

dt (3.49)
LdZ—L = ve + i3

a ¢t

en normalisant les valeurs des composants a 1 et en prenant x; = v, zy = i, (3.49)

devient

d[El 3
% = — T2 + I’l
(3.50)
e _ xy + 23
a2

la matrice optimale pour zo = (0.05,0.05) est la suivante

~ ] 00035 -1
A= (3.51)
0.9998 0.0035

elle présente des valeurs propres complexes conjuguées, avec des parties réelles strictement

positives
A1 = 0.0036 + 1.00001

A2 = 0.0036 — 1.0000:

(3.52)
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ce qui permet de conclure que 'origine est un foyer instable, Les figures (3 — 53) a (3 — 55)
montrent les solutions du systéme non linéaire, du linéarisé classique et du linéarisé par

la D.O..

3.6.1 Dérivée optimale en présence de bifurcation Poincaré-

Andronov-Hopf.

Ce type de bifurcation est caractérisé par une paire de valeurs propres purement imagi-
naires & la valeur de bifurcation, et par I'apparition et la disparition de cycles limites ;
I’application de la dérivée optimale permettra d’approximer le systéme non linéaire au
voisinage de I’équilibre, puis déterminer la nature de ce dernier. La forme normale en

coordonnées polaires de la bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf est la suivante

% = dpr + ar3
20 (3.53)
o T w ot br?

en posant x = rcosf, y = rsinf, (3.53) devient

dx
L = dpxy — pexy — wiry + (azy — bay) (22 + a2)

dt (3.54)
dl‘g . 2 2

— = dpxs + pery + wry + (axs + bry) (27 + 23)
le linéarisé classique qui s’écrit

d d —uc — w
v g z (3.55)

dt pe +w du

109



1 —— Solution teme non linéaire.
o] —— %|ution g Fégtgme PpeannséaI par la D.O..
a55|qu

0103 ——— Solution arise C

X0
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Figure 3-53: Variation des solutions z; (t) du systéme (3.50)

et ses linéarisés classique et au sens de la D.O. (3.51).

014 ] — bo ut|on steme on linéaire.
012 ] utjon %/st eanse par laD.O..
010 e So ution eanse c a55|que

X(0)

temps

Figure 3-54: Variation des solutions z5 () du systéme (3.50)

et ses linéarisés classique et au sens de la D.O. (3.51).

Figure 3-55: Espace des mouvements (z; (t),z2 (t),t) du systéme (3.50)
et ses linéarisés classique et au sens de la D.O. (3.51) pour zg = (0.05,0.05) .
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possede comme valeurs propres

_ 2dp+ VARp2 — 4 (w? + 2wpc + p? (d? + c2))
- 2
2dp — \/Ad? 2 — 4 (w? + 2wpc + 12 (d? + 2))
B 2

At

Az

selon les signes de a et de d, quatres cas sont possibles. Afin de pouvoir effectuer une
analyse numérique nous posons a = +1,d = £1,w = 1.456,¢c = 1.3,b = 1.5, la condition
initiale est fixée & o = (0.6,0.5) ; nous nous proposons d’effectuer une comparaison
qualitative avec la linéarisation classique & la valeur de bifurcation.

Les figures (3 — 56) & (3 — 59), montrent les solutions non linéaires et linéarisés au sens
de la dérivée optimale, dans les figures (3 — 56) et (3 — 57), il s’agit d’un équilibre stable,
et d’un équilibre instable dans les figures (3 — 58) et (3 — 59). Les solutions données par

la linéarisation classique présentent un centre.

—Premier cas a, d négatifs

matrices valeurs propres nature de I’équilibre
0 —1.4560 A1 = 1.4560¢
DF (0) centre
1.4560 0 Ay = —1.456017
—0.3013 —1.9708 A1 = —0.2967 + 1.8954¢
D.O. foyer stable
1.8230 —0.2922 Ao = —0.2967 — 1.8954¢

Tableaux 3-4: Matrices optimale et Jacobienne & la valeur de bifurcation pour a,d

négatifs.
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—Deuxiéme cas a positf, d négatif

matrices valeurs propres nature de 1’équilibre
0 —1.4560 A1 = 1.4560¢
DF (0) centre
1.4560 0 Ao = —1.45607
0.3187 —1.8262 A1 = 0.2967 + 1.8954¢ )
D.O. foyer instable
1.9676  0.2748 A2 = 0.2967 — 1.89541

Tableaux 3-5: Matrices optimale et Jacobienne & la valeur de bifurcation pour a positif, d

négatif.

—Troisiéme cas a négatif, d positif

matrices valeurs propres nature de I’équilibre
0 —1.4560 A1 = 1.4560¢
DF (0) centre
1.4560 0 Ao = —1.45601¢
—0.3023 —1.9710 A = —0.6111 4 1.8707:
D.O. foyer stable
1.8240 —0.9200 A2 = —0.6111 — 1.8707:

Tableaux 3-6: Matrices optimale et Jacobienne & la valeur de bifurcation pour a négatif, d

positif.

Quatriéme cas a, d positifs

matrices valeurs propres nature de 1’équilibre
0 —1.4560 A1 = 1.4560:
DF (0) centre
1.4560 0 Ay = —1.45601
0.3187 —1.8262 A1 = 0.2967 + 1.8954: )
D.O. foyer instable
1.9676 0.2748 A2 = 0.2967 + 1.8954:

Tableaux 3-7: Matrices optimale et Jacobienne & la valeur de bifurcation pour a ,d

positifs.
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1291 Solution du systéme non linéaire 124 ——— Solution du systéme non linéaire
104 —— Solution du systéme linéarisé par la D.O. 104 —— Solution du systeme linéarisé par la D.O.
08 a=-1,d=-1, 0,84 a=1,d=1,
n¥0 T nF0
0,6 0,64
0,4 0,44
< X
0,2 0,24
0,0+ 00
-0,24 -0,2
-04 -04-
06 T T T T T T T -06 T T T T T T T
08 06 04 02 00 02 04 06 08 08 06 04 02 00 02 04 06 08
Xy Xy

Figure 3-56: Plan de phase du systeme Figure 3-57: Plan de phase du systeme
non linéaire (3.54) et son non linéaire (3.54) et son
linéarisé par la D.O. a la valeur linéarisé par la D.O. a la valeur

de bifurcation pour a = —1,d = —1. de bifurcation pour a = —1,d = 1.

12000000
10000000
8000000
6000000
4000000 ]
2000000
04
-2000000

X0

-1000000 0 1000000 200000(0) 3000000 ~ 4000000 ~ 5000000 ~ 6000000
X (t

Figure 3-58: Plan de phase du systéme non linéaire

(3.54) pour a =1,d = —1.
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10000007 0 1000000 200000(0) 3000000 4000000 ' 5000000 ' 60
Xt

Figure 3-59: Plan de phase du systéme non linéaire

(3.54) poura =1,d = 1.
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Commentaires et conclusion

Dans ce cas, la bifurcation est caractérisée par un échangement de stabilité, puisque
I’équilibre existe pour toutes les valeurs du parameétre de bifurcation, Nous remarquons
que les échangements de stabilité qui ont lieu brusquement a la valeur de bifurcation,
sont suivis rigoureusement par la dérivée optimale ; En effet, pour d < 0 et u croissant,
I’équilibre passe d’un état instable & un état stable, les valeurs propres de la matrice Ja-
cobienne traversent le demi plan droit au demi plan gauche en passant par une paire de
valeurs propres purement imaginaires a la valeur de bifurcation, et prédissent un centre a
Porigine. Ceci n’est pas vrai du fait qu’il ne s’agit pas d’une bifurcation dégénéré. Ainsi
I'origine est toujours attracteur, les valeurs propres de la matrice optimale passent du
demi plan droit au demi plan gauche, en gardant les parties réelles des valeurs propres non
nulles a la valeur de bifurcation. De méme pour d > 0 et u croissant, ’équilibre passe d’un
état stable & un état instable, les valeurs propres da la matrice optimale passent du demi
plan gauche au demi plan droit. Les cycles limites existent pour ;4 < 0 quand, a et d sont
de méme signe et pour p > 0 quand, a et d sont de signes différents. Ils sont stables quand
I’équilibre est instable et inversement, dans le cas ou le cycle limite est asymptotique-
ment stable, il s’agit d’une bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf supercritique, lorsque le
cycle limite est instable il s’agit d’une bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf subcritique
; remarquons que la linéarisation classique ne donne aucun renseignement & ce propos,
concernant la dérivée optimale, il s’agit

—d’une bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf supercritique lorsque la matrice optimale
prédit un foyer stable a l’origine a la valeur de bifurcation.

—d’une bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf subcritique lorsque la matrice optimale
prédit un foyer instable a l'origine a la valeur de bifurcation.

Ce qui nous permet de distinguer entre les deux types de bifurcations en utilisant les

valeurs propres de la matrice optimale a la valeur de bifurcation (T'ableau 3 — 8)
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Nature de la matrice optimale | Type de la bifurcation
a=—1,d=-1 stable supercritique
a=1,d= -1 instable subcritique
a=—-1,d=1 stable supercritique
a=1,d=1 instable subcritique

Tableau 3-8: Matrices optimales a la valeur de bifurcation et types de bifurcation.

Remarque 3.3 Le résultat précédent devient trivial lorsqu’on sache que la trace de la
dérivée optimale s’écrit en fonction de la donnée initiale et du paramétre de bifurcation

s Tr(A) = 2dp + 2a® (xg), ot D (xg) est une fonction positive, tandis que la trace de la
matrice Jacobienne & lorigine s’écrit Tr(DF (0)) = 2du.

3.6.2 En présence d’une paire de valeurs propres nulles

Le systéme non linéaire s’écrit

% — Az 4G () (3.56)

avec G (0) = 0, DG (0) = 0, A est la matrice Jacobienne a 'origine, elle peut s’écrire

sous 1'une des trois formes suivantes

0 0 0 19 0 0
A= , A= ou bien A = (3.57)
00 0 0 921 0

Il est donc clair que la stabilité dépend des termes non linéaires. Par la suite nous

proposons une étude numérique
En présence d’un foyer Dans ce cas, le systéme (3.56) s’écrit sous la forme

dx
L 4 by i () + gy (a1.)
(3.58)

dx
d_t2 =217 + Do fo () + g2 (21, 22)
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avec 72 = x3 + z3, G contient les termes d’ordres supérieurs, nous distinguons deux cas

i) Non linéarités stabilisantes

b1, by sont négatifs, la matrice optimale est de type stable.
i17) Non linéarités instabilisantes

b1, by sont positifs, la matrice optimale est de type instable.

dans les deux cas les valeurs propres de la matrice optimale sont complexes conjuguées.

En présence d’un noeud Le systéme (3.56) s’écrit sous la forme

dz
d_tl = bz f1 (%) + g1 (21, 22)
(3.59)

d(L’Q

o bizafz (%) + g2 (21, 22)
de méme, distinguons deux cas

i) mon linéarités stabilisantes

by, by sont négatifs, la matrice optimale est de type stable.
i1) non linéarités instabilisantes

b1, b sont positifs, la matrice optimale est de type instable.

Dans les deux cas les valeurs propres de la matrice optimale sont réelles.

Applications

Nous considérons les systémes suivants, pour une application numérique

Exemple 14
d
% = —ay (22 4 22) — 0.112 (22 4 22)°
d
U (a4 ) - 02202 (o] 4 ) (360

2 (0) = (—0.08,0.0001)
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la matrice optimale s’écrit

) —0.0324 —0.3206
A= (3.61)
0.3219 —0.0124

dont les valeurs propres sont

A1 = —0.0224 4+ 0.3211¢
A2 = —0.0224 — 0.3211¢

Uorigine est donc un foyer stable, figure (3 — 60).

Ezxemple 15
dx
d_tl = —xy (22 + 22) + 1y (a2 + 22)?
d
Ws 01 (0 40 + 22 (0 + ) (362

2 (0) = (—0.08,0.0005)

la matrice optimale s’écrit

_ | 4.1003-10° —6.3961 - 1073
A= (3.63)
6.4008-10~%  1.2277 10~

dont les valeurs propres sont

A1 = 0.0001 + 0.0064:
A2 = 0.0001 — 0.00641

Uorigine est un foyer instable, figure (3 — 61)

Ezxemple 16
d
% = 5.9921 (23 + 23) — 2323
d
% = 3.99z5 (22 + 23) — 2222 (3.64)

2 (0) = (0.08, 0.06)
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la matrice optimale s’écrit

0.1308 —0.1115
0.0641 —0.0525

A:

dont les valeurs propres sont
A1 = 0.0745

A2 = 0.0038

Uorigine est un noeud instable, figure (3 — 62)

Exemple 17
dzy _ 2 2y _ 3,2 .4
T 50z (2] + 23) — xj25 — ]
d
—2 = —a1 (o} + o3) — ala3 - af
zo = (0.08,0.6)
la matrice optimale s’écrit
- —26.0041  0.5552
A=

—2.8826 —4.0187

dont les valeurs propres sont
A1 = —26.0767

Ay = —3.9461

Uorigine est un noeud stable, figure (3 — 63).

Commentaires

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Bien que le degré de la non linéarité soit grand (le premier terme étant cubique), les

exemples précédents, montrent que le comportement du systéme non linéaire est suivi

rigoureseument par la dérivation optimale.
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10
—— Systéme non linéaire

%1 — systéme linéarisé par la D.O.

0,64
0,44

0,24

0,2
-0,44

0,6

-0,8-

-10 08

Figure 3-60: Plan de phase du systéme
non linéaire (3.60) et son linéarisé

par la D.O. pour zq = (—0.08,0.0005) .
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0,201

0,15
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-0,05

-0,10

-0,15

-0,15

Figure 3-61: Plan de phase du systéme
non linéaire (3.62) et son linéa-

risé par la D.O. pour xy = (—0.08,0.0005)

10
0,94
0,8
0,74
0,64
0,54
0,44
0,34
0,24
0,14
0,04
0,1
0,2
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—— systéme non linéaire
—— systeme linéarisé par la D.O.
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X

Figure 3-62: Champ de vecteurs du Figure 3-63: Portrait de phase du systéme non

systéme non linéaire (3.64). linéaire (3.66) et son linéarisé par la D.O.
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3.6.3 Un noeud ou un foyer?

Dans le cas hyperebolique, les non linéarités n’influent pas sur la stabilité de 1’équilibre,
mais peuvent influencer sur sa nature. Plus exactement, les non linéarités peuvent trans-

former un noeud en un foyer. Pour une étude numérique nous considérons le systéme

suivant p
ﬁ = —0.11z1 + 50x,
X2
= —0221; — 2} (3.68)
zo = (0.9,0.5)

son linéarisé classique est donnée par (3.69) .

—0.11 50
DF (0) = . 125 (3.69)

puisque les valeurs propres de DF' (0) sont réelles négatives, la linéarisation classique

prédit un noeud stable a 'origine figure (3 — 64). La matrice optimale s’écrit

i —0.1100 50
i- (3.70)
—9.4541 —0.2132

ayant
A = —0.0616 4+ 11.0771:

A2 = —0.0616 — 11.07717%

(3.71)

comme valeurs propres, ce qui permet de conclure que la dérivée optimale prédit un
foyer,(figure (3 — 65)), la figure (3 — 66) représentant le systéme non linéaire montre
qu’il s’agit bien d'un foyer stable et non pas d’un noeud stable. Les figures (3 — 67) a
(3 — 69) montrent les solutions.

Cet exemple montre que, I’équivalence entre le systéme non linéaire est son linéarisé au

sens de la dérivation optimale est probablement plus forte que 1’équivalence topologique.
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Figure 3-64: Espace de mouvements
(1 (t), 22 (t),t) du systeme (3.69)

linéarisé classique du systéme (3.68).

Figure 3-65: Espace de mouvements
(1 (t),z2(t),t) du systeme (3.70)

linéarisé par dérivée optimale de (3.68).

Figure 3-66: Espace de mouvements (z; (), z2 (t))

du sytéme non linéaire (3.70).
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— Solution steme on linéaire.
24 —— Solution u steme i nearlse parlaD.O..

1)

0 10 20 30 40 50
temps

Figure 3-67: Variation des solutions z; () du systéme non linéaire

(3.68) et son linéarisé par la dérivation optimale (3.70).

0 10 20 30 40 50
temps

Figure 3-68: Varaiation des solutions z; (t) du linéarisé

classique (3.69) du systeme (3.68).

olution U systéme non linéaire.
ofution steme Pear |seepar laD.O..
olution eanse classiqu

0,2
& 00
-0,2
-0,44
065 T % o iy 54
temps

Figure 3-69: Variation des solutions x5 () du systéme non linéaire
(3.68) et ses linéarisés classique (3.69)
et par dérivation optimale (3.70).

123



Chapitre IV

Dérivée Optimale

Des Sytémes a Temps Discret.
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Chapitre 4

Dérivée optimale des systémes a

temps discret

4.1 Introduction

Dans certaines situations, il est indispensable de voir le temps comme variable discrete,
dans ce dernier chapitre nous introduisons la notion de la dérivée optimale discréte,
sachant que les problémes de stabilité posés pour les équations différentielles non linéaires

restent toujours posés pour les équations aux différences.

4.2 Position du probléme

Considérons une équation aux différences non linéaire

Zrr = F (@) (4.1)

Tr=0 = To
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oux € IR", F : IR® — IR". Notre objectif est de trouver une approximation linéaire a

(4.1), sous la forme

Ty = Axy (4 2)

Tk=0 = Lo

A est une matrice & déterminer, pour cela nous supposons que :
i) L’origine est un point d’équilibre pour le systéme non linéaire.

ii) Le spectre o (DF (z)) est contenu dans ’ensemble {z € I, |z| < 1} pour tout = # 0

dans un voisinage de 0 pour lequel DF () existe.

ili) F' est continue, localement Lipschizienne.
La dérivée optimale donnée par le systéme linéaire (4.2) est obtenue en minimisant

la fonctionnelle

G(A) =) IF (x4) — Axy? (4.3)

le long d’une solution z;, donnée. En supposant que la matrice I' (v;) = S5 [z4] [z4]T

est inversible, La résolution nous raméne a 1’équation suivante

“+o00

> IF () [xk]T] [T ()] (4.4)

k=0

A:

4.3 Procédure de calcul

Le calcul de la matrice optimale se fait d’'une maniére itérative, comme précédemment :
1. Ao «— DF (x9).

2. j+«— 1.

3. Aj e [0 5F (Af_y0) [[AY_ 1] "] [ w20 [AS- 1m0 [Aﬁ_ﬂo]ﬂ
4. Si||A; — Aj4|| > e

-1

je—gj7+1
Aller & 3.

126



Sinon
A (dérivée optimale) «— A,
Fin SI.

FIN.

4.4 Applications

Example 1 Considérons l'application logistique retardée d’ordre deux

Tr+1 = Yk (4 5)

Yk+1 = AYk (1 - SUk)

Poura = 0.8, la linéarisation de (4.5) au voisinage de l'origine pour (o, yo) = (0.002,0.002)

donne le systéme optimal suivant

€T —=
k1 = Yk _ (4.6)
Ypp1 = —4.1133 - 10~ + 7.9946 - 10~ Ly,
La linéarisation classique donne le systéme suivant
X =
k+1 = Yk (47)
Yr+1 = 0.8yy

Les figures (4 — 1) et (4 — 2) représentent les solutions du systéme non linéaire et son
linéarisé au sens de la dérivée optimale, l'erreur due aux approximations par la dérivée
optimale et par la linéarisation classique est représentée sur la figure (4 — 3). L’erreur
absolue mazximale pour la linéarisation classique est de 8.0157-107° et pour la dérivation

optimale est de 2.5943 - 1076,
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0,0020 4 = . .
solution non linéaire
1 . = solution donnée par la D.O.
0,0015 -
s 0,0010 1 o
0,0005 T .
0,0000 XX kX % oxox ok ox ox o=
5 10 k15 20 75

Figure 4-1: Variation des solutions z; pour 'application logistique

retardée et son linéarisé par la D.O. (4.6).

0,0020 4 solution non linéaire
] = solution donnée par la D.O.
0,005 ™
00010 -
0,0005 T .
0,0000 TR % x % ox ok ox x % x
5 10 k1‘5 20 75

Figure 4-2: Variation des solutions ¥, pour I'application logistique

retardée et son linéarisé par la D.O. (4.6).

erreur due & la linéarisation par la D.O.
erreur due a la linéarisation classique

erreur

Figure 4-3: Erreur due a 'approximation de I’application logistique (4.5)

retardée par la linéarisation classique (4.7) et la dérivation optimale (4.6).
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4.4.1 Commentaires

La figure (4 — 3) montre que la dérivée optimale présente la meilleure approximation au
voisinage de la donnée initiale, alors que la linéarisation classique présente la meilleure
approximation au voisinage de ’origine, ceci, confirme le résultat déja obtenu dans le cas

continu.

4.4.2 Comparaison qualitative entre la linéarisation classique et

la D.O.

Example 2 En présence d’une valeur propre de module 1

Considérons l’équation aux différences non linéaire

Tp1 = 5 — 0962227 + 42

(4.8)
Yrr1 = 0.83y, — 0.777y3
Le linéarisé classique est le suivant
Tpp1 = T
k41 k (4.9)
Yr+1 = 0.83yx

L’origine est mon hyperbolique puisque la matrice Jacobienne a l’origine présente une

valeur propre de module égale a 1, la D.O. donne pour (xq,yo) = (0.06,0.3)

Trer = 0.94383x; + 0.20252y;,

) (4.10)
Yrr1 = 0.00458x; + 0.796561
Pour laquelle, les modules sont inférieurs a l'unité.
A1 = 0.94988
: (4.11)
A2 = 0.79051
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De ce fait lorigine est asymptotiquement stable (noeud stable), les solutions sont tracées

dans les figures (4 —4) et (4 —5).

Example 3 FEn présence d’une paire de valeurs propres avec un module égal a 1

C’est un autre cas ou la linéarisation classique est mise en échec, considérons le systéme

Tpa1 = —1.5123 +
k+1 ET Yk (4'12)

Yrt1 = —x + 0.3613

Par linéarisation classique, ’équilibre est un centre, le linéarisé optimal pour (xq,yo) =

(0.2,0.09) est le suivant

Tp+1 = —0.06407x; + 0.99501y;

(4.13)
Yrr1 = —1.00231x 4+ 0.01510y;
avec, les valeurs propres suivants
A = —0.02448 4+ 0.997871
(4.14)
Ay = —0.02448 — 0.99786:
puisque les modules sont égaux a
my = 0.99817
. (4.15)
mo = 0.99817

L’origine est asymptotiquement stable, la figure (4 — 6) représente le plan de phase.

4.5 Conclusion

Comme dans le cas précédent, la dérivée optimale discréte donne une trés bonne approx-
imation au systéme non linéaire au voisinage de 1’origine et qualitativement, elle permet

de résoudre le probleme de la stabilité des équilibres non hyperboliques.
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0304 x solution non linéaire
025 = solution donnée par la D.O.
' x + solution par linéarisation classique
0204
><¥0,15- ] x
0,10 x
- x
0,05 TR
- - ><><
- XXy

0,00 T R KKK KK KK XK KKK KK KKK X

0 10 20 30 40 50

k

Figure 4-4: Variation des solutions x; pour le systéme non linéaire (4.8),

son linéarisé classique et son linéarisé par la D.O. (4.10).

0,304 * . .
solution non linéaire

025 + = solution donr]ég parlaD.O.

+  solution par linéarisation classique
0204 *

+
= 0,15 *y
-
0,10 ot
=<+
.

0,05 Xt

XX:§+ +
0,00 RIS 55 TSN

T T T T T

0 10 20 30 40 50

Figure 4-5: Variation des solutions y;, pour le systéme non linéaire (4.8),

son linéarisé classique et son linéarisé par la D.O. (4.10).

04
solution non linéaire
0,3 = solution donnée par la D.O.
02
0,1
=
0,0
-0,14
-0,2
02 01 00 01 02
X

Figure 4-6: plan de phase (xyy;) pour le systéme non linéaire

(4.12) et son linéarisé par la D.O. (4.13).
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Conclusion générale.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons présenté une application de la dérivation optimale au prob-
leme de stabilité non linéaire lorsque la dérivation classique est mise en défaut.

Les principaux résultats se résument comme suit

Sur le plan quantitatif, I’étude comparative par le calcul d’erreurs montre 1'avantage de
la dérivation optimale pour les approximations globales (approximations le long d’une
trajectoire), tandis que sur le plan qualitatif, dans le cas scalaire, 'application de la méth-
ode met en évidence I'influence du facteur et du degré du monoéme. La définition des
équilibres demi stables conduit directement & la détermination des domaines d’attraction.
L’écriture de la dérivée optimale en fonction d’une intégrale simple du champ de vecteurs
non linéaire permet 1’élaboration d’une linéarisation parameétrée, qui en outre, distingue
entre les dégénérescences quadratique et cubique a la valeur de bifurcation.

Dans le cas vectoriel, ’analyse numérique, lorsque les théorémes de linéarisation clas-
sique ne sont pas applicables, (par exemple & cause de la non-régularité du champ de
vecteurs) ou bien lorsque 1’équilibre est non hyperbolique, montre la bonne concordance
de la D.O. avec le systéme non linéaire, ceci est justifié par I'ordre de la méthode qui est
le méme que la non-linéarité, cette propriété permettant la distinction entre les bifurca-
tions Poincaré-Andronov-Hopf supercritique et subcritique (les deux types de bifurcation
sont caractérisés par une paire de valeurs propres purement imaginaires & la valeur de
bifurcation).

Dans le cas hyperbolique, la méthode présente ’avantage de pouvoir distinguer entre une
étoile et un foyer, alors que par la linéarisation classique, un foyer peut étre confondu a
une étoile dans certaines situations.

Les aspects qualitatifs et quantitatifs, présentés dans les systémes a temps continu, peu-

vent étre retrouvés lorsque le temps est discret ; I'introduction de la dérivée optimale dis-
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créte permet d’associer aux systémes discrets non linéaires des systémes discrets linéaires
et de résoudre les problémes de stabilité lorsque, les valeurs propres du linéarisé tangeant
sont situées sur le cercle de rayon unité du plan complexe.

Visiblement, il reste beaucoup & faire pour comprendre la relation entre la dérivation op-
timale et la stabilité asymptotique ; parmi les prolongements possibles de notre travail,
nous citons

— Une étude plus approfondie et plus rigoureuse d’un point de vue mathématique sur
I’application de la méthode aux problémes de bifurcation.

— Une étude plus approfondie sur la détermination du domaine d’attraction.

— Une étude, similaire a celle des chapitres deux et trois peut étre élaborée dans le cas
des systémes non linéaires a temps discret.

— Une étude similaire & celle de la bifurcation Poincaré- Andronov-Hopf peut étre élaborée

dans le cas de la bifurcation Naimark-Sacker.
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