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Introduction générale

0.1.Note historique

Les équations différentielles ordinaires modélisent une grande famille de phénomeénes
qui se manifestent dans plusieurs domaines (électronique, biologie, mécanique,...etc)[23].
Elles sont souvent non linéaires et innombrables et présentent en général des effets com-
plexes et surprenants, en particulier des comportements chaotiques et des dynamiques
transitoires. [26]

La seconde moitié¢ du 20°™¢ siécle a été caractérisée par le développement de méthodes
mathématiques destinées a la modélisation des systéemes biologiques. L’accumulation des
données expérimentales en Biologie nécessite de construire des modeles dynamiques per-
mettant de comprendre et de décrire I’évolution au cours du temps de certaines variables
biologiques. Les premiers efforts de modélisation en dynamique des populations se sont
concentrés vers des modeéles ot 'on manipule une variable agrégée caractéristique de
la population considérée dans son ensemble, par exemple la densité. Ces modeles sont
appelés modeéles agrégés de dynamique des populations. Ils s’appuient sur une équation
différentielle ou sur plusieurs équations différentielles couplées (modeéle logistique, modele
de Lotka-Volterra). Donc, la modélisation des systémes biologiques peut se faire a I’aide
de systémes d’équations différentielles ou bien en utilisant des modeles de simulation.
Ces modeles permettent de prendre en compte chaque individu d’une population et de
simuler son comportement et son interaction avec les autres individus.|[28]

Par ailleurs, la construction et I’étude d’'un modele proie prédateur sont demeurées dans
un domaine important en écologie théorique depuis les célébres équations de Lotka (1924)
et Volterra (1926). Ils ont prévu que la coexistence était une propriété normale. Malheu-
reusement, Gause (1934) ne pouvait pas valider ces prévisions, il a produit seulement
la coexistence de la proie et de prédateurs. Presque 40 ans apres, Lukinbill (1973) a
démontré que la coexistence peut étre produite en diminuant le taux prédateur d’inter-
action et en limitant la disponibilité de nourriture de proie. Six ans aprés Veilleux (1979)

a amélioré le travail de Lukinbill, prouvant que I’extinction prédatrice, la coexistence, et



la co-extinction peuvent tout étre produites par des changements des paramétres fonda-
mentaux de 'interaction.

En effet, R. Arditi et ses collaborateurs ont introduit une notion d’invariance du modeéle
par 'identification d’espéces; cela consiste & dire que, si ’on identifie deux espéces com-
parables d’un méme niveau trophique (deux prédateurs sur une méme proie par exemple),
on doit obtenir la méme équation qu’en partant d’une seule espéce.

En modélisation mathématique de phénomeénes biologiques, on ne dispose en général pas
de lois rigoureuses comme celles de la physique: pour étre plus précis, il n’existe pas
de ”loi” donnant la forme analytique d’une relation proie prédateur. On est donc amené
a utiliser des raisonnements de logique et de bon sens, ou alors, quand on dispose de
mesures, des formules reproduisant le mieux et le plus économiquement possible la forme
des courbes expérimentales.[27][28][29]

L’hypothése fondamentale que nous ferons est que les deux proies sont du méme type,
c’est a dire qu’un prédateur peut manger 'une ou l'autre, éventuellement avec des pa-
rameétres différents: ce sont des ressources de type substituables, et pas complémentaires
(Leon and Tumpson 1975). De méme, les deux prédateurs sont du méme type. Cela
veut dire en particulier qu’on va les modéliser par le méme modeéle, mais avec des pa-
rametres différents. Il s’en suit qu’Arditi et Ginzburg (1989) précédent une dialectique du
systéme ratio dépendant, au terme de laquelle le systéme tel qu’il est modélisé, peut étre
congu comme une abstraction de la dynamique de ces deux populations. Cette évolution
permet d’aider et de comprendre le fonctionnement et le comportement de ce systéme
au cours de temps et & appréhender certaines de ses caractéristiques dynamiques dans
lobjectif d’évoluer différentes décisions. Il ne s’agit cependant que des simplifications
empiriques, ne pouvant s’appliquer qu’aux modeéles & formalisme purement mathéma-
tique. C’est pourquoi Arditi et Ginsburg ont proposé que les propriétés essentielles de la
prédateur dépendance pourrait étre rendus & une forme plus simple qui s’est appelée La

ratio dépendance.[1]



0.2.Contribution

L’incroyable complexité que présente le fonctionnement de notre systéme donné par Ar-
diti et Ginzburg (1989) a l'origine, ne peut pas étre saisie par la simple acquisition de
I’ensemble des paramétres qui le caractérise, comme cela a longtemps été le cas lorsque
I’écologie se confinait & une démarche descriptive. Seule une modélisation par la dérivée
optimale peut faire apparaitre les comportements émergents. Elle a été introduite par
Benouaz-Arino, basée sur le principe des moindres carrés qui permet d’associer une ap-
plication linéaire. Celle-ci étant concue comme une alternative & la dérivée au sens de
Fréchet, indispensable au cas d’équations comportant des fonctions non réguliéres et en
général non dérivable.

Au dela d’un certain point, la présence de beaucoup de paramétres ou ’ajout de pa-
rameétres supplémentaires ne fait qu’augmenter la complexité du modele et accumuler les
incertitudes. Il se peut méme que ces accroissements d’incertitude fassent alors radica-
lement diverger le modéle par rapport au systéme réel en fonctionnement. Il convient
souvent de préférer un nombre réduit de paramétres dont les incertitudes ne peuvent
qu’oblitérer la qualité du modele; on parle aussi dans ce cas d’agrégation. Il va de soi,
par ailleurs, qu’accroitre la complexité du modeéle, ajouter des difficultés concernant la
mise en oeuvre numérique. La simplification dans certaines limites est une vertu en modé-
lisation.

Dés lors, les modeles proie prédateurs ratio dépendant peuvent montrer les propriétés
dynamiques originales qui n’ont été jamais observées dans les modeles bidimensionnels
simples de proie prédateur. Par exemple, I'origine peut étre simultanément un noeud att-
ractif et répulsif. L’hypothése ratio dépendante ici a réveillé une polémique situation et
reste toujours une question épineuse a cause de la réponse fonctionnelle qui est indéfinie
a Porigine. 1]

Cette theése aborde I’étude de la stabilité des modeéles proie prédateurs ratio dépendant
d’Arditi et de Ginzburg (1989) par la dérivée optimale. On verra en particulier dans

quelle mesure cette derniere pourra contribuer a traiter la stabilité a I'origine. Pour cela,



on se propose:

-d’étudier le comportement des solutions du systéme ratio dépendant, méme si ces modéles
engendrent le phénomeéne de bifurcation.

-de tracer les lignes intégrales d’un champ de vecteur lorsque le temps t tend vers l'infini.
On s’intéresse essentiellement au cas des systémes linéarisés par la dérivée optimale. Dans
ce cas, le comportement des solutions est gouverné par le signe de la partie réelle des
valeurs propres de la matrice optimale associée.

Parmi aussi les objectifs principaux qui seront abordés pendent cette étude, ’analyse
numérique d’'un phénomeéne biologique obtenu dans une portion de ’espace paramét-
rique. Arditi et Ginzburg ont suscité une étude qui ne permet pas d’illustrer un résultat
évoluant ce phénomeéne. (Eclatement de populations). Par contre nous, on prouve que,
notre modélisation devient incontestablement ’outil mathématique principal pour décrire
et déterminer les propriétés de la stabilité

-Dans un premier chapitre, on s’intéresse essentiellement a la stabilité des systéemes
linéaires grace aux concepts de stabilité donnés. Nous allons ensuite, rappeler la mé-
thode de la dérivée optimale qui est en fait une approximation globale.

-Le deuxieme chapitre est consacré a l'interaction proie prédatrice qui a été décrite ori-
ginellement par deux chercheurs travaillant indépendamment, Lotka et Volterra. C’est
pour cela que nous avons introduit des rappels sur ce modele. La section 2-6 est réservée
a 'identification et la présentation de notre systéme.

-Nous avons dans un troisiéme chapitre, donné succinctement une étude théorique dont
le but est I'analyse paramétrique de la stabilité et des régimes dynamiques qui n’avait
pas été réalisé jusqu’a 1989.

-Le dernier chapitre est consacré a 'aspect numérique, c’est a dire, la mise en oeuvre
numérique de la synthése de notre systéme en utilisant la dérivée optimale. Ces exemples
sont destinés & montrer les possibilités que peut offrir cette méthode pour I’étude de la

stabilité a l'origine. Finalement, une conclusion termine notre thése.



Chapitre 1

Notions de stabilité et présentation

de la dérivée optimale.




Chapitre 1

Notions de stabilité et présentation

de la dérivée optimale

1.1 Introduction

En 1892, A.M.Lyapunov a publié¢ sa thése (Probléeme générale de la stabilité du mou-
vement) ou il a introduit une définition trés rigoureuse du probléme de la stabilité du
mouvement. Cette méthode est basée sur la recherche d’une fonction scalaire de signe
défini a valeur réelle. Dans quelques classes de systémes physiques, elle peut étre choisie
comme étant ’énergie du systéme. Malheureusement, la difficulté de la recherche, consti-
tue un vraie handicap puisqu’on ne connait pas de procédé pour la construction dans le
cas général; cependant, il existe des techniques de constructions applicables seulement &
des cas particuliers. Alors, on peut dire que ’étude de la stabilité dans le cas des systémes
non linéaires pose un probléme trés difficile; c’est pourquoi on utilise la méthode la plus
classique basée sur la linéarisation (dérivée optimale). Il s’agit en fait une approxima-
tion globale, par opposition & la perturbation non linéaire d’une équation linéaire, qui se
distingue de ’approximation linéaire classique au voisinage d’un point d’équilibre. L’ap-
proche suivie est de type optimisation au sens des moindres carrés. Dans ce chapitre,

on énonce les concepts de stabilité. On s’intéresse essentiellement aux systémes linéaires.



Nous présentons aussi la dérivée optimale et ses propriétés principales.[18][23][26]

1.2 Concepts de stabilité

On se donne un systeme

z= f(x) (1.1)
tel que f(0) = 0, admettant z = 0 comme équilibre (noter que par un changement de
variable on peut toujours ramener ’équilibre a 'origine).

Définition 1
L’équilibre z = 0 du systéme (1.1) est dit stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel
que pour toute solution x(t) de (1.1) on ait

[ (0)] <n=Vt=0 [lz(t)] <e.

Si I’équilibre n’est pas stable on dit qu’il est instable. Ceci s’exprime par la propriété

qu'il existe € > 0, tel que pour tout n > 0, il existe une solution x(t) de (1.1) telle que
[z (0) <metIH=0 flz@t)] =e

Définition 2

L’équilibre z = 0 du systeme (1.1) est dit attractif s’il existe > 0 tel que pour toute

solution x(t) de (1.1) on ait

|z (0)|| < r =limz(t) =0
t—o0
L’équilibre z = 0 du systéme (1.1) est dit globalement attractif si pour toute solution

x(t) de (1.1) on alimx (¢)= 0.

t—o0



L’ensemble 3 défini par la propriété

z(0) € f=limz(t)=0

t—o0

s’appelle le bassin d’attraction de l'origine. Ainsi x = 0 est attractif si § est un voisinage

de 0. 11 est globalement attractif si 3 = R".

Définition 3

L’équilibre x = 0 du systéme (1.1) est dit asymptotiquement stable s’il est stable et att-
ractif. Il est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il est stable et globalement

attractif.

Définition 4

L’équilibre x = 0 du systéme (1.1) est dit exponentiellement stable s’il existe r > 0,
M >0 et a > 0 tels que pour toute solution z (t) on ait

|z (0)|| <7 = ||z ()] < M|z (0)]|e”**, pour tout t > 0.

L’équilibre z = 0 du systéme (1.1) est dit globalement exponentiellement stable s’il

existe M > 0 et a > 0tels que pour toute solution z (t) de (1.1) on a
lz (t) || < M|z (0) |le”** pour tout ¢ > 0.

On montre que, en général,

-stable n’implique pas attractif.

-attractif n’implique pas stable.

-exponentiellement stable implique asymptotiquement stable.

-asymptotiquement stable n’implique pas exponentiellement stable. [30]



1.3 Stabilité des systémes linéaires

Dans le cas des systémes linéaires, attractif implique stable (donc asymptotiquement
stable équivaut a attractive) et asymptotiquement stable équivaut a exponentiellement

stable. De plus, I'attractivité est toujours globale. En effet, considérons le systéme linéaire
r= Ax (1.2)

ol A est une matrice carrée d’ordre n. La solution de (1.2) s’écrit
z (t) = ez (0) (1.3)

La matrice exponentielle €' est définie par la série
tA 1 2 42 1 n AN
e = T tA+ AT b S tTAT
! n!

Pour calculer cette matrice exponentielle on cherche les valeurs propres de la matrice A,

c’est a dire les racines du polynéme caractéristique
Ps(X) =det (A — )

Considérons a nouveau le systeme:

dM

— =AM

dt

@ =ax + by

gg (1.4)

priale +dy

avec
a b
A=

c d
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On supposera det(A) # 0, de sorte que le champ de vecteurs 7(M ) = AM admet
Porigine pour seul point critique. Comme le champ des tangentes est invariant par les
homothéties de centre O, les courbes intégrales se déduisent les unes des autres par

homothéties. Distinguons maintenant plusieurs cas en fonction des valeurs propres de

A.[30][31]

1.3.1 Les valeurs propres A\, Ay de A sont réelles
Cas ol \; # Ay

Dans ce cas la matrice A est diagonalisable. Aprés changement de base on peut supposer

A0
0 Ao

A—

et le systeme se réduit a
dz

—_ = )\1I‘
gt (1.5)
d " ?

La solution du probléme de cauchy avec M (0) = (zo, yo) est donc

z(t) = zoeM?

y(t) = yoe!

de sorte que les courbes intégrales sont les courbes:
y=ClzM CeR

et la droite d’équation x=0. Distinguons deux sous cas:
. . A . :
* A1 et A2 de méme signe et, disons, |A;| < [A2|. On a alors )\—2 > 1. On dit qu’on a affaire
1
a un noeud impropre:

0 < A1 < Ay l'origine est un noeud impropre instable.

11



A2 < A1 < 01’équilibre O dans ce cas est un noeud impropre stable.

* A1 et A\g de signes opposés, par exemple A\; < 0 < ;. Il s’agit d’un col (instable).

Les valeurs propres sont confondues: A\ = A,

Deux cas sont possibles:

* A est diagonalisable. Les courbes intégrales sont données par

z(t) = zoeM

y(t) = yoe

ce sont les droites y = ax et x = 0. On dit qu’on a affaire & un noeud propre: A\ >
0 = L’origine apparait comme un noeud propre instable. Par contre, si A\ < 0, ’équilibre
O est un noeud propre stable.

* A est non diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle la matrice A et le

systeme s’écrivent:

A0
A=
1 A
d
i
% (1.6)
-7 — A
o7 T+ AY
Les courbes intégrales sont données par
x(t) = zpeM

y(t) = (yo + wot)eM

Comme toute courbe intégrale avec xy # 0 passe par un point tel que |z(t)| = 1, on

obtient toutes les courbes intégrales autres que x=0 en prenant xq = +1, d’ou

t=1+In|z|

y(t) = yo 2| + 5 Inz]

12



On dit qu’il s’agit d’un noeud exceptionnel. Deux cas se présentent:
A > 0 =1’équilibre est un noeud exceptionnel instable.

A < 0 =1’équilibre ici est un noeud exceptionnel stable.

1.3.2 Les valeurs propres de A sont non réelles

On a des valeurs propres complexes conjuguées a + i3, a — 13 avec disons g > 0, et il

existe une base dans laquelle la matrice A et le systéme s’écrivent

o —
Ao B
08 «
d
= —az— By
Cdlg (1.7)
i Br + ay
La maniére la plus rapide de résoudre un tel systéme est de poser z = =+ iy. On trouve
alors:
d
— = (a+ B+ (=B +ai)y = (a+iB)(x +iy) = (a+i)

de sorte que la solution générale est:
z(t) _ zoe(aJriﬁ)t _ Zoeateiﬂt

En coordonnés polaires z = re?

r = roe
0 =0y+ pt
soit
a(e 6o)
—\v—vo
T :Toeﬁ

13



Il s’agit d’une spirale logarithmique si o # 0 et d'un cercle si &« = 0 (noter que ce cercle
donne en générale graphiquement une ellipse car la base utilisée ci-dessus n’est pas néces-
sairement orthonormée). On dit alors que le point singulier est un foyer, respectivement
un centre:

Trois cas se présentent:

a > 0 lorigine est un foyer instable.

a < 0 lorigine est un foyer stable.

a = 0 l'origine est un centre.

Si a # 0, le rapport d’homothétie entre deux spires consécutives de la spirale est
2am

exp(7)~[31]
Tous ces concepts et résultats seront utilisés dans I’étude de stabilité de la matrice opti-

male.

1.4 Présentation de la méthode

Nous allons rappeler la méthode de la dérivée optimale qui est en fait une approximation
globale, qui se distingue de celle linéaire classique au voisinage d’un point stationnaire.
Agissant de 1’étude de comportement des solutions d’'une équation non linéaire autour
d’un point singulier, la linéarisation classique ne permet pas de répondre dans les cas
suivant:

1- Si DF(0) n’existe pas (cas ou la fonction non linéaire définissant 1’équation est non
réguliére et donc non differentiable).

2- Si DF(0) est stable, mais non pas asymptotiquement stable.

On considére ’équation différentielle ordinaire non linéaire de la forme:

dz
a~F@ (1.8)
x (0) = xo

14



x € R" F est définie dans un certain ouvert (2 a valeurs dans R", avec les hypothéses
suivant:

H1) F(0) =0.

H2) Le spectre o (DF (z)) est contenu dans I’ensemble {z : Rez < 0} pour tout x # 0
dans un voisinage de 0, on DF (z) existe.

H3) Fest continue. Lipschitzienne, de constante de Lipschitz .

Le probléme que nous posons peut étre traduit comme suit.

Trouver une équation différentielle ordinaire linéaire de la forme:

i
dt (1.9)

x(0) = xo

La méthode consiste a déterminer une application linéaire de la forme qui approche
I’équation non linéaire dans les mémes conditions initiales. Elle est basée sur la minimi-
sation au sens des moindres carrées de I’écart € (t) entre 1’équation non linéaire F' (z (t))

et I’équation linéaire Az (), soit
e(t)=F(z(t)) — Az (t). (1.10)
Pour ce faire, on considére la fonctionnelle suivante
+o00 9
G(A) = /0 |E (z(t)) — Az (t)]|” dt. (1.11)

La minimisation de celle-ci le long d’une solution donnée permet de construire une procé-
dure itérative permettant de déterminer, une application linéaire définie comme étant la
dérivée optimale de I’équation différentielle ordinaire non linéaire qui démarre avec la
linéarisation par dérivation au sens de Fréchet DF (x) calculée en x si celle-ci existe en

Zg.

15



En introduisant la fonction I' définie par

+o0o

la matrice optimale A s'écrit alors

—+00

0

ou A est définie et unique & condition que I' (z) soit inversible.

1.4.1 Algorithme de la procédure
Considérons de nouveau le systéme non linéaire suivant

dx
i F(z(t))

z (0) = xg

Premiére étape
Calcul de Ag = DF (xo)
Deuxiéme étape

Calcul de A; a partir de la solution de ’équation

dy

2 A
i )
y (0) = g

en minimisant la fonctionnelle

G (A) = / IF (y(£)) — Ay (8) |2 dt

16

A= /[F(I@))] [ ()] dt| [T (2)]

(1.12)

(1.13)

(1.8)

(1.14)

(1.15)



ol A; est déterminée de maniére unique par la formule

+oo

A= | [P0 @ 1) (1.16)
0
Ou x est la solution de I’équation. On voit ainsi que mis & part la matrice initiale, les
matrices déterminées par la procédure ne sont pas les matrices Jacobienne de F' en un
point donné.
Troisiéme étape

Pour calculer A;, a partir de A;_;, on doit d’abord résoudre

dy
27 A
y (0) = xo
On note y; (t) la solution de I'équation.
La minimisation de la fonctionnelle
—+o0
Gy () = [ IF () = s 0 (1.18)
0

conduit & A;.

En supposant encore que I (y;) est inversible.

AT () = / IF ()] 5] . (1.19)
Aj s’écrit
4; = / (F ()] )" dt | [T ()" (1.20)

0

Si la suite A, converge, alors la limite A est appelée la dérivée optimale de F' en z.

de[11] — [15] + de[17] — [23]

17



1.4.2 La dérivée optimale dans le cas scalaire

Considérons une équation différentielle scalaire non linéaire

dx
=)

(1.21)
z(0)=0
avecr € R,f: R— R
Le probleme est d’approcher par une équation différentielle linéaire de la forme
d ~
& (t)
dt (1.22)
z (0) = xg

en minimisant la fonctionnelle
+o0
G (a) = / 1 (2 (1)) — az (8)]? dt. (1.23)
0

dans ce cas les hypothéses sur fsont les suivantes:

i) £(0)=0.

ii) f () <0, en tout point ot f existe dans I'intervalle |—a, af avec a > 0.

iii) f est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Le calcul se fait d’'une maniére analogue & celle du cas vectoriel, on commence par le

calcul de ag = f’ (x0) puis on calcule a; en résolvant le systéme

d—x—ax
dt 0
x(0) = xo

a; est donnée par (1.24) en substituant F' parf :

18



[ re@ewa -
ay =~ —— — 1.24

/0 22t dt O

en changeant la variable ¢ par x (t) = exp (aot) xo, il vient

/:0 f(x)dz

Al = — g

/0 xdx (1.25)

2 [ i)
= — f(z)dz
x%o

a1 ne dépend pas de ap; et par conséquent, la procédure de la dérivation optimale converge

au premier pas, c’est a dire
xo

-~ 2
a= o f(x)dz (1.26)
0

1.4.3 Quelques propriétés de la dérivée optimale

Cas ot Papplication est linéaire
Si F' est linéaire et le spectre o (F) est contenu dans le plan complexe & partie réelle

strictement négative, alors la procédure donne F' a la premiére itération

A=F (1.27)

On peut donc affirmer que la dérivée optimale d’un systéme linéaire est le systéme lui
méme.

Cas ot F est une somme de termes linéaires et non linéaires

Considérons un systéme général d’équation non linéaire avec une non linéarité de la
forme:

F(z) =Mz + F(z), 2 (0) = zg (1.28)

19



ou M désigne la partie linéaire, le calcule de la matrice Ay donne:

+oo

4, = / (F (e ()] [ (0] dt | [T (e (1))

0

qui peut s’écrire sous la forme

A= M+ [ / NEEOE <t>]Tdt] 0 ()]

0
=M+ 4

d’une maniére générale, pour 'itération j

Aj =M+ A
5= | [ [Flasn] a0 de| 0 o

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

donc, si la composante f;, de F est linéaire alors ﬁ; est nulle, la k™€ ligne de la matrice

optimale A; est égale a fy..[16] [18] [23] [26]
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Chapitre 11

Rappels, présentation de modéle ratio

dépendant d’Arditri-Ginzburg.

21



Chapitre 2

Rappels, présentation du modéle

ratio dépendant d’Arditri Ginzburg

2.1 Introduction sur les relations proies prédateurs

On désignera ici sous le terme de prédateurs, toute espéce qui se nourrit aux dépens
d’une autre. Les phytophages et les parasites sont des cas particuliers de prédateurs.
Un prédateur peut se définir en fonction du nombre de proies consommées:
-monophagie: une seule proie (le panda géant et les feuilles de bambous; le koala et les
feuilles d’eucalyptus).

-oligophagie: vie aux dépens de quelques espéces proches (doryphore).

-polyphagie: nombreuses espéces proies ingérées.

Le régime alimentaire peut changer avec ’dge ou le stade de développement. Exemple:
(Poisson Sparidae, Sara salpa).

Dans les relations proies prédateurs, il convient de distinguer:

1- les réponses du prédateur vis & vis d’une proie,

2- les effets de la prédation sur les populations de proies et

3- les roles de la prédation.
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2.1.1 Reéponses d’un prédateur aux variations d’abondance d’une
proie

On peut distinguer avec Holling deux types de réponses:

-réponse fonctionnelle: augmentation du nombre de proies consommées lorsque la
densité de proie augmente.

-réponse(s) numérique(s): changement de densité du prédateur lorsque le nombre de
proie augmente.

Cela revient a dire que le nombre de proies disponibles augmente, un prédateur peut
d’abord réagir en modifiant son taux de prédation (réponse fonctionnelle) et ensuite
augmenter ses effectifs (réponse numérique).

Quatre types de réponses fonctionnelles sont reconnus:

-nombre de proies est rapidement constant (Thompson)-exemple. Crustaceés;

-nombre de proies augmente proportionnellement (Nicholson et Bailey)-exemple. Insectes
parasites;

-nombre de proies augmente puis se stabilise (curvilinéaire -Holling)-exemple. La plupart
des Arthropodes étudiés;

-réponse sigmoide: prédation importante au-deld d'un certain seuil, puis stabilisation-
exemple. Vertébrés et Insectes parasites. Cette réponse implique souvent un changement

de comportement du prédateur vis a vis de la proie.

2.1.2 Autre type de réaction fonctionnelle

Intervenir des proies secondaires -Effet de bascule ou Switching: si une proie n’est pas

fortement disponible, une proie secondaire est préférée.

Consommation de Proies = C; et (9

Nombre de Proies = N; et Ny
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. cCi M
Absence de Switching : — = —
& TN,

. (@) N,
En cas de Switching : — = p—
&0, N,

avec p variable: p = f(Ny, Ns)

2.1.3 Autre type de réponse du prédateur a la densité des proies
(Réponse agrégative)

Ce type de réponse n’est pas toujours mentionné dans les autres livres classiques d’écologie
(en francgais). S’apparente a la théorie anglaise trés en vogue, celle de 'optimal foraging.
Quand les proies ont une distribution groupée, les prédateurs sélectionnent de préférence
les zones ot la densité des proies est maximale (réponse agrégative).

La théorie de l'optimal foraging, compléte cette réponse en lui associant une notion
énergétique: le prédateur doit optimiser son gain d’énergie (nourriture) en fonction de ses
dépenses (exemple: trajets réalisés sans se nourrir, pour aller chercher de la nourriture).
Ce type de comportement subit les pressions de sélection et le comportement optimal est

sélectionné.

2.1.4 Réponses numériques

En réponse aux variations d’abondance des proies, la population de prédateur peut voir
ses effectifs variés. Il n’y a pas une réponse numérique et une seule, mais plusieurs éléments
peuvent étre modifiés pour déclencher une augmentation numérique de I'abondance de
prédateurs:

-variations du taux de croissance individuel.

-variations de la durée de développement.

-variations de la fécondité (taille des pontes ou fréquence de la reproduction).
-variations des taux de mortalité.

-variations des taux d’émigration ou d’immigration.
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2.2 Effets de la prédation sur les populations de proies

Si on prend en compte simultanément les réponses fonctionnelles et numériques, on peut
décrire I’évolution simultanée des populations de proies et de prédateurs. De facon clas-
sique, on considére un systéme simple, avec une proie et un prédateur. Cela ne se rencontre
que dans les systémes avec monophagie. Cela décrit donc rarement la réalité. Le modeéle
le plus classique: modele de Alfred Lotka et Vito Volterra (1925).

Systéme & deux équations différentielles décrivant I’évolution dans le temps de la densité
de proie et de la densité de prédateur.

Croissance de la population de proies (IN) en cas d'absence de prédateurs:

E :TlN (21)

En présence de prédateurs:

dN

—= =(n—hP)N (2:2)

Croissance de la population de prédateurs en cas d’absence de proies:
— = —1yP (2.3)

En présence de proies:

dP
dt
Alors le modele générale d’interaction proies prédateurs qui a été proposé par Volterra

aprées la premiere guerre mondiale est le suivant:

;—Z = (7"1 — k’lp) N
% = (—7‘2 + k’gN) P (25)

N(0) = No, P(0) = Ry
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r1, T9, k1, ko sont des constantes positives.

r1 le taux de natalité des proies en I’absence des prédateurs. On a donc croissance expo-
nentielle de ces derniéres.

ky P(t) est le taux de mortalité des proies da a la prédation.

ry le taux de mortalité des prédateurs en I’absence des proies. On a alors décroissance
exponentielle de ces prédateurs.

ko N (t) le taux de natalité des prédateurs.

K mesure ’habileté des proies & échapper aux prédateurs.

K5 mesure ’habilité des prédateurs a capturer des proies.

Variantes au modéle de Lotka et Volterra

Différentes variantes ont été proposées. Elles ne différent entre elles que par la description
de I’évolution dans le temps de la densité de proies et de prédateur. Modele de Leslie,
modele de Schaefer, modele généralisé de Pella et Tomlinson ...

Ces modeles reposent toujours sur la résolution de deux équations différentielles, 1'une

pour la proie, I'autre pour le prédateur.

2.3 Remarques importantes

1- Un systéme proie prédateur peut montrer trois types d’évolution:

-oscillations entretenues indéfiniment avec amplitude constante;

-oscillations amorties aboutissant & un équilibre;

-oscillations amplifiées aboutissant t6t ou tard a la destruction du systéme par disparition
d’un partenaire ou 'autre (d’apreés Frontier & Pichod-Viale, 1993).

2- Les deux populations évaluent de fagon périodique et décalée.

3- Malgré les limites d’un tel modele, ce type de modeéle proie prédateur (Lotka Volterra
ou autre comme Nicholson & Bailey ou Hassel & Varley) sont souvent utilisés en lutte
biologique.

4- Ces modeles déterministes (les évolutions sont déterminées par des équations) sont
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difficilement généralisables: ils ne sont valables que dans une gamme de valeurs précises
(celles qui ont servies a son établissement).

5- Excepté dans les cas de monophagie, la proie n’est pas unique et le prédateur non plus!
Les interactions entre niveaux trophiques sont parfois indirectes:

Trois niveaux trophiques:

-super prédateur

-prédateur

-proie

Chaque niveau consomme préférentiellement le niveau inférieur. Si le super prédateur
devient rare, le prédateur devient plus abondant et les proies (dernier niveau) deviennent
rares a leur tour.

Exemples:

-loutre, oursins et algues (Pacifique, USA).

-des oiseaux, leurs prédateurs (renard gris d’Amérique, moufette rayée, raton laveur, chat
domestique) et un super-prédateur (coyote).

-en Méditerranée, poissons Sparidae (sar, daurade), oursins et algues (Cystoseires) (Sala,

1996).

2.4 Extensions des données précédentes

Tout ce qui vient d’étre dit ’a été pour deux espéces. Les modeles mathématiques déve-
loppés, a base d’équations différentielles, sont souvent difficiles a résoudre et nécessitent
de nombreuses approximations (simplifications). Quand on passe a trois ou plus espéces,
cela devient impossible & réaliser mathématiquement avec le méme systéme d’équations
différentielles. On a eu recours a la théorie de 'information. Actuellement une branche
de I’écologie théorique en tres fort développement.

Roles de la Prédation

-Essentiellement la nutrition d’'un prédateur aux dépends de proies, mais il existe aussi
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Figures-2.1-: Comportement des deux populations proies (x) et prédateurs (y)
décrivant Le modele de Lotka Volterra pour des conditions initiales (0.71, 0.18).

(les valeurs de parameétres sont normalisées).

Le modéle de lotka Volterra
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Figure-2.2- : Le modeéle de Lotka Figure-2.3-: Champ de vecteurs

Volterra pour différentes conditions initiales associé au modele de Lotka Volterra pour

(les valeurs de parametres sont normalisées) des valeurs de parameétres normalisées
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d’autres roles:

-Elimination des animaux malades:

*ils sont les plus faciles a capturer (exemple avec trématodes parasites des podias d’our-
sins);

* maintien de I’état sanitaire des populations de proies;

* peut enrayer des épidémies.

-Prédation sélective: peut induire une sélection de certains individus et une évolution
(spéciation); exemple des papillons, Biston betularia, atteint de mélanisme lors période
de forte pollution en Angleterre au XIX /siecle.

-Organisation des peuplements: La prédation favorise une diversité élevée en maintenant
les populations & un faible niveau et en empéchant certaines espéces de monopoliser les

ressources disponibles a leur seul profit (Paine, 1966). [7], [32] — [37]

2.5 Types de bifurcation

On parle de la stabilité ou de I'instabilité locale ou globale, la stabilité locale signifiant
la convergence des solutions avec des conditions initiales proches tandis que I'instabilité

globale signifie la divergence de solutions en dehors de toute limite.

2.5.1 Bifurcations locales

Les bifurcations locales sont appelées ainsi car elles peuvent toujours étre identifiées lors
d’une linéarisation du systéme au voisinage de la solution.

Bifurcation point selle noeud (fold)

Dans un systéme de dimension 2, une selle entre en collision avec un noeud (stable ou
instable), d’ou le nom de cette bifurcation. Elle représente le mécanisme pour lequel

les points d’équilibre sont détruits. Un exemple simple de dimension 1 d’équation pour
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laquelle elle est observée est:

dz 9
S 2.
i (2.6)

La variation de la dynamique dépend de pu.

1°cas: <0

Le systéme (2.6) ne posséde aucun point d’équilibre.

2¢mecas: p =0

L’origine est le seul point d’équilibre. L’analyse par la linéarisation classique ne permet

pas de déterminer la stabilité, cependant, I’analyse par la dérivée optimale conduit &
a= —2 (27)

qui est de type stable quand zy € |—a, 0[ et de type instable quand zq € ]0,a], a € R,
I'origine est donc ”demi stable”.

3mecas: >0

Le systéme (2.6) posséde deux points d’équilibre: xq1 = — /1t et Teg2 = /71, la linéari-
sation classique donne:

-Au voisinage de ¢,

f/ (mleq) = _2\/,17 (28)

-Au voisinage de g,

f, (xZeq) = 2\/,[_1’ (29)

Donc, par la linéarisation classique x1¢, est asymptotiquement stable, zs., est instable.

Bifurcation transcritique (cas particulier de la bifurcation saddelnode ou fold)

Certaines bifurcations, souvent considérées comme classiques, sont en fait des cas par-
ticuliers de cette bifurcation fold. Dans ce cas, elle est caractérisée par un échangement

dans la stabilité de I’équilibre. Une équation simple permettant d’observer ce phénomene
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peut étre:

— =2 +tpur—1 (2.10)

On distingue deux domaines différents en fonction de .

1°cas: |u| > 2

24
Dans ce cas le systéme (2.10) posséde deux points d’équilibre: xi., = M+ et
—Ju2—4 =2 Xgg=1
X2eq = A4 pour p # 2. Si H /
L’analyse de la stabilité par la linéarisation classique donne:
-Au voisinage de X,
I (Xieq) = =/ 112 — 4 (2.11)

-Au voisinage de Xae,

f (X2eq) = /112 — 4 (2.12)

Donc, x1., est asymptotiquement stable, xs., est instable. Il s’est produit donc un échan-
gement de stabilité entre les deux points d’équilibre.
2°mecas: |u| < 2

Le systéme (2.10) ne posséde aucun point d’équilibre.

Bifurcation Pitchfork (fourche)

On distingue dans ce cas trois types de différentes structures: Bifurcations pitchfork
supercritique, subcritique et la dégénérescence de la supercritique aprés perturbation du
systeéme.

La distinction super/subcritique est intéressante du point de vue biologique car les deux
bifurcations n’ont pas du tout la méme signification. En effet, pour des valeurs décrois-
santes du parameétre, dans le cas de la bifurcation supercritique le systéme passe contint-
ment d’un équilibre haut ou bas a un équilibre moyen. Au contraire, dans le cas de la
bifurcation subcritique, le systéme est sur I’équilibre moyen et brusquement cet attracteur

disparait et la solution du systéme saute de maniére discontinue vers un autre attracteur
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ou diverge vers I'infini. Par exemple, si le systéme représente une population, il y a une
différence énorme entre le passage doux d’un régime de croissance a un autre (bifurcation
supercritique) et 1’extinction brutale de la population (bifurcation subcritique). Nous al-
lons nous contenter d’étudier la dégénérescence de la bifurcation fourche supercritique
suivante:

dz 3

— =4ur —x

— (2.13)

Cette bifurcation présente une symétrie sous un changement de variable x — —zx.
1¢cas: u <0

L’origine est le seul point d’équilibre. L’analyse par la linéarisation classique ne permet
pas de déterminer la stabilité. L’analyse par la dérivée optimale se fait comme suit:

xo
f(z) =4pz — 2 = f(z) = 4p — 32 < 0 pour tout # € R. Donc & = % [ f(z) d
0
0

i=dp— =2 (2.14)

L’origine est donc asymptotiquement stable.

2°mecas: =0

L’origine est toujours le seul point d’équilibre, il constitue un point d’équilibre dégénéré,
la linéarisation classique ne permet pas de déterminer sa nature. f (r) = —32* < 0.

L’analyse par la dérivée optimale donne:
a=—— (2.15)
Ainsi, lorigine est asymptotiquement stable.

3mecas: >0

Dans ce cas, en plus de l'origine, deux nouveaux points d’équilibre apparaissent:

Tleq = —2\//7 Toeq = 2\/,[7
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En effectuant le changement de variable y = x & 2, /1, on obtient:
-Au voisinage de x1., = =2,/
On pose y = x + 2,/p L’équation devient:

dy
= = Y 6y =8y (2.16)

fy)==3y*+12/iy—8u = f(y) <0poury € |—(2\/f — 2v/3p), 2/t — 2/3u[ . Clest
a dire que o = 2,/ — % S

Alors, l’analyse par la dérivée optimale donne:

2
i= —%0 +4y/fiyo — 8p (2.17)
-Au voisinage de .y = 2./11
On pose y = ¥ — 2,/u L’équation devient:
W _ 6/ -8 2.18
o = Y 6yt — 8y (2.18)

Fy)==3y*=12\/iy—8u = f'(y) <O0poury € |—(2\/fi — 2\/311), 2/fi — /3| . Cest
adire que o = 2,/ — §\/3,u.

[’analyse par la dérivée optimale cette fois ci donne:

2
oy
= =3 — 4o — 8p (2.19)

-Au voisinage de l'origine

nous avons montré précédemment que (on choisi yg = z):

a=p— (2.20)

w|S,

donc, par la dérivée optimale, x1., et xoe, sont asymptotiquement stables, ’origine est

instable.
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Bifurcation de Hopf

Il existe évidement deux versions subcritique et supercritique de cette bifurcation. Le
cycle apparait avec une amplitude infinitésimale mais une période finie.
Détection: Deux valeurs propres complexes conjuguées du Jacobien traversent ’axe des

imaginaires. Le sens de traversée détermine le type (super ou subcritique) de bifurcation.

2.5.2 Bifurcations globales

Ces bifurcations correspondent a des collisions de variétés et elles ne font donc pas for-
cement intervenir le voisinage de la solution. Ici les linéarisations locales autour de la
solution ne seront donc d’aucune aide. C’est pour cela que ces bifurcations sont appelées

globales.

Orbite hétéroclinique

Cette bifurcation résulte de la collision de variétés stables et instables de deux selles
séparées. C’est en fait un phénomeéne assez rare et de peu d’intérét dans le cas des

systémes biologiques.

Orbite homoclinique

Ici, ce sont les variétés stable et instable d’une méme selle qui entrent en collision. Selon
le signe d’une certaine quantité, appelée quantité de selle et notée o, deux types de cycles

sont observés.[7] [8] [9] [10] [24] [25]
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2.6 Présentation du modéle proposé par Arditi et
Ginzburg

Le modele proie prédateur ratio dépendant général d’Arditi et de Ginzburg (1989) est le

Cil—]j =1Ny(N) g (%)

dpP N
E—eg<F>P—qp

suivant:

(2.21)

La ot la fonction 7N, (V) caractérise la vitesse de la croissance de la proie en absence de
prédateurs.

La fonction linéaire gp décrit la vitesse de la mort prédatrice en absence de proies. g(z) =
g (%) représente la fonction trophique ou la réponse fonctionnelle, décrit le nombre de
proies consommées par prédateur par unité de temps.

e Defficacité de la conversion prédatrice.

La forme la plus spécifique de ce modeéle assume la forme logistique familiére pour N,(N)

et la forme hyperbolique de Monod-Holling pour la réponse fonctionnelle (la fonction

trophique):
N
aT D alN
g () = =Py (222)
1+ ahz 14 ahy p + ahN
p
N
Ny(N)=N (1 — E) (2.23)
avec

(N, p) € [0,00)*\ (0.0)
G(N > 0,0):%
GO,P > 0)=0

Ainsi, nous étudierons le systéme:
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N _ (1N __oNP
dP eaNP '
= qp

dr ~ P+aNh
Sans compter les densités des populations N et P, les paramétres du systéme sont les
valeurs non négatives r, K, a, h, e et q.
r: le taux de croissance de la population de proie.
K: la capacité de charge de la population de proies en absence de prédateurs.
q: le taux prédateur de mortalité normale.
e: lefficacité de la conversion prédatrice.
Les parameétres « et h caractérisent la fonction trophique ratio dépendante:
h: le prédateur du temps.

a: le taux maximum de consommation de proie.

Avec les changements appropriés des variables (N, P,t) — (x,y, T) et des paramétres du
systéme, le modeéle peut étre simplifié & une forme sans dimensions avec un nombre réduit
de parameétres indépendants. Ceci permet une analyse mathématique plus facile tout en
préservant les problémes essentiels. Le choix de la forme et de la combinaison spécifique
de r, K, a, h, e et g en tant que nouveaux parameétres sont essentiellement définies par le
but écologique de I’étude.

Le but actuel est I’étude du systéme ratio dépendant, principalement dans le cadre de la
dépendance au niveau de la population prédatrice, c’est a dire, pour des changements de
parameétres qui caractérisent les relations trophiques. Ceci méne a la réduction suivante
du modéle:

N =KX, P=Kahy, 7= ; avec les parameétres: v = % =, 7=

Alors, les équations dynamiques deviennent:
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( K K
il m):er(l—x)—a 7Y
()
dl =
r
dlahRy) =eaK — qahKy
t z
dl =
L r
d_:r:x(l_x)_g td
dt TT+Y
dy e xy q

dx xy
. :m(l—x)—vx_i_
a y (2.25)

y—_ ——

Les paramétres v, p et v sont des valeurs strictement positives, ils ont la signification
suivante:

~: représente le taux de mortalité de prédateurs.

Les composants trophiques sont caractérisés par les deux parameétres p et v qui repré-
sentent respectivement ce qui suit:

-le taux maximum (asymptotique) de prédateurs, ou bien les capacités croissantes pré-
datrices.

-le taux de mortalité maximum (asymptotique) de proies di a la prédation (les capacités
de consommation).

Le modele (2.21) a été réduit a une forme différente, qui était approprié analysé principa-
lement sous effet de ses caractéristiques (proies et les caractéres trophiques fixes). Il est
significatif que les deux réductions soient équivalentes mathématiquement en servant tou-
jours les différents et les complémentaires buts écologiques. Le chapitre suivant contient

la formulation des résultats mathématiques principales de recherche sur le systéme (2.25).
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Les hypothéses sont formalisées dans le théoréme, les interprétations des résultats et les

discussions se trouvent dans les sections (3.6) et (3.7).[1] [2] [3]
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Chapitre III

Etude théorique appropriée
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Chapitre 3

Etude théorique appropriée

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux résultats relatifs de I’étude mathématique du systéme (2.25),
et a la description du comportement qualitatif dans le premier quadrant du plan (zoy),
et sa dépendance en fonction des paramétres positifs pu, v et 7. Pour ceux ci, nous allons
diviser I'espace de parameétres en huit domaines correspondants. Chaque domaine doit
étre associer a un plan de phase d’une telle maniére que les frontiéres entre les domaines
correspondent aux bifurcations du systéme.

En effet, Le systéme (2.25) a dans le premier quadrant trois points d’équilibre: O(z =
0, y=0), A(x = 1, y = 0) et un autre non trivial B(z = z*, y = y*). (voir la section
(3.3)).

D’ailleurs, un des particularités mathématiques principales des modéles ratio dépendants,
la distinction de cette classe de beaucoup de modéles proies prédateurs. En particulier,
Porigine O est un point d’équilibre compliqué. Comme nous montrons ci dessous, les
particularités du systéme (2.25) sont essentiellement déterminées par les caractéristiques

du point O.

42



3.2 Idée du probléme

L’espace de parameétres (v, u, v) est subdivisé en huit domaines de différentes phases

pour un taux de mortalité de prédateurs ~y arbitrairement fixé. (Figure 3.2.f).

p=v+1

MM : Figures (3.2.f) (3.2.d)
v<y+1
v="7+1 '

NN : Figures (3.2.e) (3.2.1)
w<y+1

a:v=p=vy+1 Figures (3.2.e) (3.2.f)

u<v+—“ )
=7

H:¢ v= ity Figures (3.2.) (3.2.a) (3.2.f)
y<p<vy+1

BA:p=v Figures (3.2.f) (3.2.d)

BO: v = ﬁ Figures (3.2.¢) (3.2.b) (3.2.f)

Pour MM et NN: Changement de structure topologique au voisinage du point d’équilibre
O pour des valeurs de parameétres 7, p et v correspondant a ces surfaces. Voir les sections
((4.2.1) et (4.2.2).

H: Bifurcation supercritique d’Andronov hopf. Figures (3.2.g) (3.2.h)

BO et BA: Apparition ou disparition de B.

L: Apparition ou disparition des contours hétéro cliniques. C’est a dire, ceux qui cor-
respondent aux bifurcations hétéro cliniques, constitués par les séparateurs des points
d’équilibres O et A. Cette frontiére est associée & une bifurcation non locale. Figure
(3.2.c).

a: Le systéme (2.25) a une premiére intégrale de la forme:
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0 0

GAMA MU GAMA 0o MU
Figure 3.2-a-: Surface de bifurcation: Figure 3.2-b-: Surface de bifurcation:
La frontiere H. La frontiere BO.

GAMA 0o MU .
Figure 3.2-c-: Surface de bifurcation: Figure 3.2-d-: Surfaces de bifurcation:
La frontiere L. Les frontieres MM et BA.
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— Ligrie dinters

gama oo

mu

Figure 3.2-e-: Ligne d’intersection « des surfaces de

bifurcation BO, L, NN, et H a:  u=vy+1, v=y+1.

BO

y+1
NN

Figure 3.2-f-: Diagramme de bifurcation

pour un 7 arbitrairement fixé.
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Figure 3.2-g-: Variation des solutions x(t) et y(t) du systéme non linéaire (2.25).
(Bifurcation Hopf, solutions périodiques-). H: (v, p, v)=(2, 2.5, 35/9).

Les conditions initiales sont (0.6,0.09).

0.00 T T T T T T T T T T T T T
0.00 0.050.10 0.15 0.20 0.250.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70

X(t)

Figure 3.2-h-: Plan de phase associé.
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(7+1)1n<%> ~y(1+2)=c

ou C est une constante arbitraire.

Toutes les surfaces de frontiéres correspondent aux bifurcations de la Co-dimension 1.
Les lignes de l'intersection ou de contacte entre les surfaces de frontiéres correspondent
aux bifurcations de la Co-dimension 2.

La figure (3.2.f) représente le portrait de parametres du systéme (2.25) pour une certaine
valeur de parameétre typique v arbitrairement fixé.

La preuve du théoréme est fournie par I’analytique et souvent par des méthodes numé-
riques de la théorie de bifurcation. (Par exemple, Arnold, 1983; Khibnik et autres, 1993;
Kuznetsov, 1995; Levitin, 1989). Le tableau contient des exemples des valeurs de pa-
rametres (u,v) pour une valeur fixe de vy (1.5), correspondant aux huit domaines de

'espace de parametres présenté par la figure (3.2.e).

domaine | 1 2 3 4 5 6 7 8
I 3 3 2 2 2.1 | 2.2 1 1
v 2 1 1 1271292]292| 2.7 1

3.3 Points d’équilibre du modéle

Pour déterminer les points d’équilibre, il suffit d’annuler les équations dynamiques:

d
dr _
&
= _9
dt
z(l—z)—v L o(1-2—v-Y )z()
yx—i—y N T +y N
Y Mx+y Y 7+M:c+y> 0
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t=00oul—z—v—2l"—=0 xzoouyzu
:cx—ky o r+v—1 —
y=0o0u —v+pu =0 y=0ouz= Y
Tty ="
Y z(1—x)
r = S (p—7)(x+v-1) = (1 —2x)y avec z # 0 &
(k=) (z+v-1) ( 3 ) ( )
—(py— 1 _
gt == =-1 L vlu—1)
7 p

yzux*@y:u(l_v(ﬂ_w)@y:y* (p—v)(p—v(p—7))

Y wy
Alors, on peut déduire que:

(

siz=0=y =0 (F nest pas définie)
x =0 (F n’est pas définie)
si Yy = 0= ou

x =1 A(1, 0) est un point d'équilibre

| si (x,y) # (0, 0) = B(a*, y*) est un point d’équilibre

Théoréme
On considére une fonction F' (z, y) définie dans un domaine €2, et non définie au point
N (Oél, 042) .

Silim F'(z, y) = [ existe, on dit que F' (z, y) admet un prolongement par continuité en
(:E, y)"(alr a2)

F(z, si(x, ay, o
Soit la fonction G (z, y) telle que: G (z, y) =lim F (z, y) = @ ) (@ 9) # (01, a2)
(z, y)—(on, az) lsi(z,y) = (a1, a)

Pour notre exemple, nous avons Q = R* — {(z, y) € R*: y # —x}

lim fi(z, y) =lim z(1 —z) —v L N T Or, (z, y) — (0, 0),
(2, ¥)—(0,0) Ty Ty Tty
(z, y)—(0, 0) (z,9)—(0,0)  (z,4)—(0,0)

On pose z =r cos(f) et y=r sin(d). Ou r — 0et 6 € ]0,27] Alors:
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zy | | r? cos(f)sin(d) | | cos(f) sin(0) i 1
r+y| |r(cos(f)+sin(d))| ' |cos(d) +sin(f)| = " cos(6) + sin(0)
v = 0 et ! € R— |r| ! 0. Don, lim f, (z, ) = 0
— — U. =
" ¢ cos(#) + sin(9) " cos() + sin(f) o Hn(w, ;)f(’(h%)

De méme, nous prouvons aussi que lim f; (x, y) = 0.
(z, y)—(0,0)

Par conséquent, le systéme (2.25) possede les points d’équilibre: O(z =0, y =0), A(z =
1, y=0)et B(zx =z*, y=y*).

A partir des expressions de z* et y*, nous obtenons les conditions de parameétres pour en

>y
lesquels le point B est a 'intérieur du premier quadrant: L
V< —
) =y
Les égalités = v, v = ——— définissent respectivement les frontieres BA et BO qui
-7

correspondent & la disparition du point B du notre plan. Dans le premier cas, B passe
dans la région des domaines 7 ou 8 par le fusionnement avec le point A, tandis que dans
le deuxiéme cas, il fusionne avec le point O et disparait. La derniére bifurcation a une

dégénérescence supplémentaire dans le cas ot v = p = v+ 1.

3.4 Le point d’équilibre compliqué (O)

La particularité mathématique importante du systéme (2.25), est que l'origine est un
point d’équilibre compliqué non analytique. Les structures au voisinage de 1'origine dans
le premier quadrant et les trajectoires qui tendent a cet équilibre lorsque t — +oo
dépendent des valeurs de parameétres et peuvent changer d’une maniére essentielle avec

un changement de ces parametres.

3.4.1 Lemme 1

Pour différentes valeurs positives des paramétres ~, et v, existent quatre types de

différentes structures au voisinage du point O.
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1-Un secteur dont 1’origine est un point selle (figure (3.4.a)) lié par les droites séparatrices

x = 0et y =0 pour les valeurs de parameétres:

O<v<vy+1
O<pu<~vy+1

2- Un secteur dont l'origine est un point selle ayant le séparateur y = 0, (figure (3.4.b)),
et un autre ot 'origine est un noeud attractif contenant les trajectoires qui tendent & O

lorsque t — 400 (figure (3.4.d)) pour les valeurs de parametres:

O<pu<y+1

vrl<v<

="
3-Un secteur dont l'origine est toujours un point selle mais ayant le séparateur z =
0, (figure (3.4.c)), et un autre ou O est un noeud répulsif contenant les trajectoires qui

proviennent de O, c’est a dire, qui tendent & O lorsque le t — —oo. (Figure (3.4.e)).

Les valeurs de paramétres correspondant sont:

4-Un secteur elliptique composé d’une trajectoire qui tendent a O lorsque t — +oo (figure

(3.4.f)) pour des valeurs de parameétres qui réalisent:

Cette structure correspond a un éclatement des deux populations. Les comportements

asymptotiques des trajectoires caractéristiques (ayant des courbes définies pour(z, y) —
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(0,0)) dans le cas non dégénéré
W
—7—17+1—u(u————> 0
(n ) ) pr— 7

sont décrits par Lemme 2. Notez que ces courbes peuvent étre curviligne, ils ne sont pas

nécessairement droits (lignes).

3.4.2 Lemme 2

Siu#v+1, v # v+ 1, alors chaque trajectoire caractéristique du point O a une
courbe qui appartient & un des trois types suivants. (Les formes des deux premiéres types

dépendent d’une constante positive arbitraire C et une perturbation non linéaire o(1)).

Type 1:
v

y=Cz' 11 40(1)) (1)

Ce type existe si v > v+ 1, les trajectoires tendent au point O lorsque t — +oo (figures

(3.4.d) et (3.4.£)).

Type2:
y=Caz' (1 +0(1)) (2)

Ici g4 > v+ 1, ce domaine couvre tous les trajectoires qui tendent au point O quand
t — —oo (figures (3.4.e) et (3.4.f)).

Le systéme (2.25) a plusieurs trajectoires asymptotiques de troisiéme type.

Type 3:

p—y—1

y = kx(1+ o(1)) aveck:7+1_v

>0 (3)
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-Les séparateurs des trajectoires données par les figures (3.4.d) et (3.4.e) possédent cette

forme pour le domaine de v suivant:

7+1<v<—ﬁ—

H—="
Le secteur elliptique est obtenu pour:

U>—ﬁ—77+1>u>%
="

—i—<v<7+Lu<7+1
B=7

Remarque:

Sur la ligne de I'espace de parameétre o : v = v+ 1 = p, le point O est un équilibre dont
lallure est un secteur elliptique dans son voisinage positif. Il est identifié par I’expression
suivante:

y=Cz(l+0(1)) (4)

3.5 Les points d’équilibre A et B.

Le jacobien J = (a;;), (¢, j =1, 2) du systéme (2.25) a les éléments suivants:

,
all:px:((l_x)_ﬂ+<_x+ﬂ>

T4y (x 4+ y)?
P v
a — e
SR (NRE
_Q, = Ly
TR T Gty
P pr uxy
| 2= = T T G

Calculant le déterminant et la trace du jacobien aux points d’équilibre A et B, nous

obtenons les résultats suivants:
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3.5.1 Au point A

det(J) = —p —
tr(J)=—=1+pu—r

Proposition
Le point A est un point selle si 4 > = et un noeud stable si 0 < p < 7. La plupart des

trajectoires prennent la forme suivante:

Y- lok (5)

y=k(x—1)(1+0(1)), ot k= -

3.5.2 Au point B

Proposition 1

Si det(J) > 0 = B se trouve dans le premier quardrant du plan (zoy). (z* > 0, y* > 0).
Par conséquent B est un noeud topologique ou un foyer.

tr(J) < 0 = le point B est stable et si:

tr(J) > 0 = le point B est instable.

L’intersection de la frontiére paramétrique H avec celle de BO correspond en général, a
la bifurcation d’Andronov Hopf a laquelle le point d’équilibre change sa stabilité avec

apparition ou disparition d’un cycle de limite.

Proposition 2

Une bifurcation supercritique d’Andronov Hopf de la Co-dimension 1 se produit dans le

systéme (2.25) sur la frontiére H. II découle de cette proposition que ce croisement H de
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gauche a droite implique une perte de la stabilité du point d’équilibre B.

3.6 Evolutions du systéme sur les cycles de limite du
modeéle

Il est évident que le cycle qui apparait a la frontiere H (Bifurcation d’Andronov Hopf)
se développe lorsque le parametre p augmente.

Pour quelques valeurs de parameétres, le cycle se transforme en contour hétéro clinique
et disparait. Ceci signifie qu'une bifurcation hétéro clinique non locale se produit dans
le systéme (2.25). Ce contour est constitué par le séparateur du point selle A (5), par
le séparateur du point compliqué O (3), ainsi que les points d’équilibre A et O et leurs
séparateur commun.

Le cycle de limite qui apparait a la bifurcation locale d’Andronov Hopf disparait a la
bifurcation hétéro clinique non locale. Notez que 'amplitude et la période du cycle se
développent avec un changement de parameétres, de telle maniére que la période tend a
I'infini lorsque le cycle tend au contour séparateur.

Les valeurs de parameétres pour lesquelles le contour hétéro clinique existe, définissent la
courbe de bifurcation L dans le plan (i, v) qui est intersecté par la ligne BO au point

a:v=7v+1=p (Voir les figures (3.2.¢) (3.2.¢)).

3.6.1 Proposition 1

Laisser v > « 4 1. Changeant le paramétre p. Un cycle de limitestable apparait pour
des valeurs de parameétres (v*, v*, uy) correspondant a H, et disparait pour des valeurs
(v*,v*, ;) correspondant & L. pi; > fig.

Il faut mentionner aussi que le contour hétéro clinique existe pour quelques valeurs de
parameétres appartenant au domaine lié par la ligne NN et la partie supérieure du BA

(domaine 7).
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3.6.2 Proposition 2

Le contour hétéro clinique sera stable, et constitué par les points d’équilibre O et A et

y<pu<~vy+1
leurs séparateur commun si: U
T+1l<ov<
B—="

3.7 Interprétation des portraits de phase

Donnons une interprétation écologique des divers comportements du systéme ratio dépen-
dant de proies prédateurs, en réponse aux changements de paramétres écologiques sui-
vants: La capacité de consommation de proies v, la capacité croissante prédatrice p et
le taux de mortalité prédateur v. Nous employons essentiellement le diagramme de bi-
furcation donné par la Figure (3.2.f). Il montre huit types de systémes dynamiques selon
les valeurs de v et p pour une valeur fixe de 7.

Le paradigme fondamental de 1’écologie théorique est que tout les systémes proies préda-
teurs peuvent exister seulement avec des valeurs de parameétres fournissant des oscillations
stables (portrait 5) ou des régimes stables comme les états d’équilibre présentés dans les
portraits (2, 3 et 4). Les changements des valeurs de parameétres provoqués par les chan-
gements des conditions d’environnement ou d’autres raisons, peuvent mener le systéme
dans des domaines paramétriques ol une ou les deux populations vont a I'extinction
dans différentes maniéres. Notre analyse laisse décrire les domaines paramétriques de la
coexistence stable et prévoyer ce qui peut se produire si le systeme sort de ces domaines.
La, existent trois intervalles principaux de la capacité croissante prédatrice p: 0 < p < 7,

vy <pu<~vy+1letu>~y+1quicorrespondent aux différents comportements du systéme.

3.7.1 Petites capacités croissantes prédatrices: 0 < u <~y

Dans ce cas, le systéme appartient aux domaines 7 ou 8. Les plans des phases respectifs
donnés montrent I'extinction des prédateurs de la population y dans les deux domaines,

puisque les points d’équilibre O(z = 0, y = 0) et A(x = 1, y = 0) sont les seules
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états d’équilibre. Les prédateurs ne peuvent pas se reproduire assez rapidement pour
compenser leurs taux de mortalité v. ;o < 7. De tels prédateurs sont inadaptés a la proie.
Notez une différence essentielle entre les domaines 7 et 8. Dans le domaine 8 (v < y+1),
les capacités de consommation de proies v sont petites, et en conséquence la population
de proie survit (figure (3.7.1 -a-)). Dans le domaine 7 (v > v + 1), les capacités de
consommation de proies v sont assez hautes, peuvent conduire tous les deux populations
a lextinction (les figures (3.7.1 -b-) et (3.7.1 -c-)). Ceci se produit seulement dans une

région donnée des états initiaux.

3.7.2 Les capacités croissantes prédatrices intermédiaires: v <
p<y+1

Celles-ci correspondent aux domaines 3, 4, 5, et 6. Si les capacités de consommation de
proies ne sont pas trés grandes (domaine 3: 0 < v < v+ 1), les deux populations (proies

et prédateurs) coexistent a I’état d’équilibre régulier (la figure (3.7.2 -a-)):

3 =

B (x L U(MM— DR v)wﬂ—vv(u = 7)))

Ici, les capacités de consommation de proies v et les capacités croissantes prédatrices p
sont produises de la dynamique équilibrée des deux populations. Notez qu’un tel com-
portement a été également décrit par plusieurs modéles de proies prédateurs incorporant
la forme logistique familiére de proie. Le taux de croissance et les fonctions trophiques
proies dépendants coincident avec les fonctions de Lotka Volterra ou de Holling (exemple,
Bazykin, 1998).

Les particularités de notre modeéle sont indiquées plus clair si les prédateurs sont plus en
activité (domaines 4, 5 et 6: v > v+ 1). Dans le domaine 4 les populations atteindrent
la coexistence ou la co-extinction selon leurs conditions initiales (les figures (3.7.2-b-)
et (3.7.2-c-)). En effet, se manifeste aussi dans le domaine 5 sous une croissance d’'un

parameétre toujours suivant les populations initiales (les figures de (3.7.2-d-)
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Figure 3.7.1-a-: Plan de phase du Figure 3.7.1-b-: Plan de phase du
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Figure 3.7.1-c-: Plan de phase du Figure 3.7.2-a-: Plan de phase du
systéme non linéaire pour différentes systéme non linéaire pour différentes

conditions initiales (domaine 7). conditions initiales (domaine 3).
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jusqu’a (3.7.2-h-))

Nous avons montré (lemme 2) que les trajectoires d’extinction forment une famille des
courbes de type(1). En général, le séparateur du point compliqué O posséde 1'allure de
type (3). Ces particularités de la dynamique de notre systéme concernent les domaines 4
et 5.

Pour des valeurs fixes ;1 < 7 + 1, 'exposant des courbes (1) diminue quand v augmente.
Ceci signifie que les prédateurs vont plus rapide (éteint) que la proie. La tangente k
du séparateur (3) diminue lorsque v et p diminuent. Le secteur disparait lorsque les
parameétres (u, v) appartiennent au domaine 6. (Figure (3.7.2-i-)).

Ainsi, nous allons voir que le modele ratio dépendant (2.25) démontre dans les domaines
4, 5, et 6 de I'espace de parameétres un comportement unique qui le distingue des modeles
proies dépendants standards de proies prédateurs. Dans ces domaines, ’origine O posséde
son propre bassin d’attraction. L’existence d’une telle région de la co- extinction a été
prévue par Arditi et Ginzburg (1989) avec la méthode d’isocline, ses bases écologiques
ont été discutés par Akgakaya et autres (1995) et lui ont été également prouvés par Jost

et autres (1999).

3.7.3 Capacités croissantes prédatrices élevées: > v+ 1

Deux situations différentes sont possibles ici, domaines 1 et 2. Le domaine 1 correspond
a la condition v > % , et les deux populations vont & ’extinction de toute condi-
tion initiale (les figures (g.7.3—a—) et (3.7.3-b-)). Dans ce cadre, une interprétation peut se
faire en raison de la haute capacité de consommation de proies et les capacités croissantes
prédatrices élevées (comparées au taux de mortalité de prédateurs ), augmentation pré-
datrice qui est tellement rapide que toute les proies. De tels prédateurs sontexcessivement
efficaces. Il est intéressant que dans cette condition existent deux types différents d’ex-
tinction des populations.

Le premier correspond a un secteur elliptique (figure (3.7.3-b-)) qui tend & lorigine O

lorsque (t — +00). Ceci est réalisé pour des petites valeurs initiales arbitraires. Les
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Figure 3.7.2-e-: plan de phase

Figure 3.7.2-d-: Plan de phase du
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conditions initiales (domaine 5).
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deux populations commencent a se développer pendant un certain temps, et apres une
certaine période, commencent a diminuer et devenir simultanément éteintes.
L’autre type associé correspond les trajectoires présentées par la figure (3.7.3-a-):

y—1l-p

y=k(x—1)(14+o(1)) ot k = "

Pour ces derniéres, le nombre de proies diminue monotoniquement quand ¢ — +o0.

Il est maintenant possible de répondre & un des premiers arguments qui a été élaboré dans
les modeles proies prédateurs. Dans certaines conditions, le modele peut prévoir que les
deux variables obtiennent I'extinction (Freedman et Mathsen, 1993) qui était considéré
comme ” pathologique ” dans un sens mathématique. En termes biologiques, le terme
”pathologique” désigne que la dynamique signifie que les deux populations augmentent
au commencement, alors des prédateurs consomment toutes les proies, ce qui ameéne les
deux populations a 'extinction. C’est tout a fait des résultats raisonnables pour les bio-
logistes, comme il était démontré par les expériences de Gause (voir les Akcakaya et
autres 1995). Il est facile de voir que celle ci (la dynamique) correspond exactement a la
trajectoire elliptique. Notre recherche analytique a montré que le secteur elliptique est
réalisé dans le modele avec tout les valeurs de parametres appartenant au domaine 1. Les
équations de ces trajectoires sont données par les formules (1, 2 et 3). Des changements
de la trajectoire elliptique sont provoqués par des changements de parameétres du modéle.
Considérons maintenant le domaine 2, caractérisé par v < L. Ici, la proie et les pré-

="
dateurs coexistent dans un état d’ équilibre pour tous nombres initiaux (figure (3.7.3

-c-)). Ainsi, le seuil v = a une importance critique pour la coexistence des popu-

n="
lations.
Comparons maintenant les caractéristiques de différents comportements de notre systéme
dans le domaine 2 & ceux dans le domaine voisin 3. Dans le deuxiéme domaine, le plan

de phase admet un voisinage positif de 1’origine, consiste deux secteurs: un secteur de

point selle et un secteur de noeud instable. Ces trajectoires incitent les deux populations
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a tendent vers l’équilibre B (:U* =1—-v+ ﬂ, Y= M)
i

Notez que ce résultat est vérifié pour v < 1, ’état d’équilibre B existe pour n’importe
quel i > ~. Pour des capacités de consommation de proies fixes v, 'augmentation de la
capacité croissante méne a une diminution de x*en méme temps qu'une augmentation
de y*.

Avec des changements de paramétres, le point (u,v) peut se déplacer du domaine 2 au
domaine 3 ou au domaine 1. Dans le premier cas, croiser la frontiére MM ne change
pas les caractéristiques qualitatives cruciales du comportement de systéme, tandis que
dans le deuxiéme cas, croiser la frontiére BO a comme conséquence 'extinction des deux
populations.

En conclusion, il est approprié¢ de discuter plus la particularité du modele. Habituelle-
ment, dans les modéles proies prédateurs, on assume que si les capacités croissantes pré-
datrices des modeéles p sont moins que les capacités de consommation de proies v. Ceci
suit de la supposition que la proie z est la seule nourriture de prédateurs y. Remarquez
que ces types de comportement de systéme (excepté le domaine 2) sont réalisés pour
le parameétre 1 < v. Cependant, le domaine des parameétres . > v est intéressant. Par
exemple, c’est le cas de 'alimentation des prédateurs y sur d’autres ressources, de telle
maniére que la proie soit un facteur limité. Selon le principe de Liebig qui concerne les
facteurs limités, la capacité croissante prédatrice u est proportionnelle par rapport au
min{av,bp}, 1a ou p est la capacité de consommation sur d’autres ressources et a, b sont
"des facteurs stoechiométriques” (Poletaev, 1966). Pour de telles valeurs de parameétres

avec 1 > v le systéme doit appartenir aux domaines 2, 3 ou 1.
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3.8 Etats récapitulatifs de la coexistence et de 1’ex-
tinction

Les deux populations atteindrent la coexistence si le systeme appartient aux domaines 2
et 3. La différence dans la dynamique est indiquée seulement pour des petites valeurs de
nombre de prédateurs parce que le systéme est reconstitué plus rapidement dans le do-
maine 2 que dans le domaine 3. Nous pouvons considérer que la frontiere MM qui divise
ces deux domaines est "doux”et nous pouvons mettre les domaines 2 et 3 en commun.
Selon les conditions initiales, les populations de prédateurs et de proies peuvent obtenir
Pextinction dans les deux domaines 4 et 5. Cette caractéristique importante de la dy-
namique de systéme suggere a mettre ces deux domaines en commun dans une région
unique spécifiée par la coexistence conditionnelle des populations. La différence étant
dans le domaine 4, les populations coexistent dans un régime régulier tandis que dans
le domaine 5 coexistent sur un cycle de limite. La frontiere H entre les domaines 4 et
5 est aussi "doux” puisque le comportement du systéme ne change pas d’'une maniére
essentielle.

Les deux populations deviennent éteintes dans les domaines 6 et 1. La frontiére entre
ces domaines est représentée par la partie supérieure de la courbe BO. Alors, nous pou-
vons mettre les domaines let 6 en commun dans un domaine d’extinction sans aucune
condition. Aprés avoir mis ces domaines en commun du point de vue de la coexistence
ou l'extinction des populations, nous obtenons le diagramme le plus simple de la figure
(3.8). Elle contient seulement cinq domaines de parameétres (v, p, v) correspondant a la
dynamique du systéme.

-Dans le domaine A (I'union des domaines 1 et 6), les deux populations disparaissent
pour toutes les valeurs initiales.

-Dans le domaine B (I'union des domaines 2 et 3), les deux populations survient pour
toutes les valeurs initiales.

-Dans le domaine C (I'union des domaines 4 et 5), les populations atteindrent la coexis-
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tence ou l'extinction selon les valeurs initiales.

-Le domaine D est identique au domaine 8 et le domaine E est identique au domaine 7.
Dans les deux cas, la population prédatrice devient éteinte de toutes les valeurs initiales.
Dans le domaine D, la population de proie survit toujours tandis que dans le domaine
E, elle peut devenir éteinte pour quelques valeurs initiales d’'une maniére analogue aux
domaines B et C.

En termes plus biologiques, les domaines D et E correspondent aux prédateurs qui se
reproduisent trés inefficacement, incapables de survivre méme avec ’abondance de la
proie. Ceci méne normalement la proie & atteindre sa capacité de charge.

Avec des prédateurs qui se reproduisent plus efficacement, le systéme entre dans les do-
maines B et C. (2, 3, 4, et 5). Ces conditions permettent la coexistence dans la région C,
les prédateurs sont sous une fagon disproportionnée, des consommateurs efficaces peuvent

mener la proie a 'extinction si leurs valeurs initiales sont défavorables.

\Y
L
E A BO
C

v+1 o

NN o
D B B

° 0 Y y+1 H
BA MM

Figure 3.8: Diagramme de bifurcation simplifié pour un  arbitrairement fixé

En conclusion, les prédateurs les trés efficaces se trouvent dans les systémes de domaine

A (domaines 1 et 6 ). La, les prédateurs conduisent toujours la proie a 'extinction et par
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conséquent, deviennent eux-mémes éteints.

Comme déja expliqué, tous ces comportements dynamiques ne sont pas observés dans de
vraies populations, mais les modeles proie dépendants peuvent les produire. En particu-
lier, le modele ratio dépendant peut reproduire cette évolution des solutions (extinction
ou la coexistence) qui dépend des conditions initiales (par exemple, Huffaker 1958, Lu-
ckinbill 1973). Cette derniére se produit aussi dans les domaines C et E.

De la perspective de la commande biologique pour laquelle I'extinction de proie (para-
site) est souhaitable, on peut déduire que le domaine A est le plus intéressant. Dans ce
cas-ci, les deux populations sont conduites a I’extinction de maniére déterministe, des
résultats que les modéles proie dépendants ne peuvent pas produire. Elles peuvent étre
aussi accompagnées par oscillations. C’est tout a fait naturelle, puisque ce comportement
est obtenu graceaux prédateurs pour des valeurs élevées de u et v.

De la perspective de la conservation biologique, pour laquelle la coexistence est souhai-
table, les domaines B et C sont ceux qui doivent étre maintenus. Les frontiéres de ces deux
secteurs peuvent étre considérer ”dangereuses” parce qu’'une ou les deux populations de-
viennent éteintes en croisant les parameétres de la frontiére. Quand elles sont approchées,
on peut observer:

-une augmentation de la période des oscillations en approchant vers la frontiére L (dans
le domaine C),

- un déclin (une diminution) de I’état d’équilibre de proies en approchant vers la frontiere
BO (dans le domaine B),

- un déclin de 'état d’équilibre prédateur en approchant vers la frontiere BA de (dans
les domaines B ou C).

Si on observe ces phénomeénes dans les populations biologiques, cette situation peut étre
interprété par le systéme qui approche des conditions dangereuses. Supposant que ’espéce
dangereux est le prédateur, I’extinction peut se produire pour deux raisons:

*S1 la capacité croissante p diminue pour quelques raisons (par exemple, en raison de la

fragmentation d’habitant menant aux déperditions d’énergie), le systéme peut passer par
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la frontiére BA et entre dans les régions D ou E.

«Réciproquement, si le prédateur devient tres efficace a la nourriture de serrage (par
exemple, parce que la proie devient vulnérable) ou si ses capacités croissantes augmen-
tent (par exemple, en raison de la température accrue), le systéme peuvent décrire la

situation de la commande biologique.[1] [2] [3] [4] [5] [6]
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Chapitre IV

Mise en oeuvre numérique.

Applications de la dérivée optimale au

systéme proposé par Arditri et Ginzburg.

69



Chapitre 4

Mise en oeuvre numérique.
Applications de la dérivée optimale
au systéme proposé par Arditri et

Ginzburg

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’aspect numérique. Dans un premier lieu, on donne une modéli-
sation analytique (approchée) par la méthode de dérivation optimale. Puis, on se propose
d’étudier la stabilité a l'origine pour différentes valeurs de paramétres v, u et v.

Pour ce faire, il faut d’abord réaliser toutes les solutions possibles données par Arditi et
Ginzburg au voisinage de I’équilibre O(z = 0, y = 0) de ce type d’équations dynamiques
qui décrivent 'interaction proie prédateur. On a présenté également:

-Une étude comparative entre les comportements des solutions du systéeme ratio dépen-
dant et ceux obtenus par la procédure de dérivation optimale.

-Des différentes configurations des lignes intégrales au voisinage de 1’origine d’un champ

de vecteur plan.
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En effet, les méthodes de linéarisation jouent un role trés important dans ’étude des équa-
tions différentielles ordinaires non linéaires, dont on peut dire que tout systéme linéaire
n’est que le modele simplifié de notre systéme non linéaire exact que I'on veut prendre
comme repére. C’est pourquoi, il est souvent indispensable d’évaluer 'erreur quadratique
afin de juger la qualité de ’approximation et voir si les incertitudes ne peuvent qu’oblité-
rer la qualité du modéle.

Le calcul de I'erreur quadratique se fait en utilisant la relation suivante:

2

~

zi(t)= yi (1)

EQ:Z‘
=1

ou

x(t) représente la solution du systéme non linéaire.

y; (t) représente la solution du systéme linéaire.

Avant d’entamer les exemples et les commentaires, je tient & rappeler une deuxiéme fois
que, dans les modéles proie prédateurs, la proie x est la seule nourriture de prédateurs
y si les capacités croissantes prédatrices p sont inférieures ou égales aux capacités de

consommation de proies v. (1 < v). Sauf si les valeurs de parameétres appartiennent au

w>y+1

domaine 2: m
V< —

="

4.2 Cas ou I’équilibre est un col (point selle)

Dans ce cas, les trajectoires seront liées par la droite séparatrice z = 0, y = 0 ou les deux

en méme temps.

4.2.1 Exemple 1: (v, pu, v) =(3,4,0.8)

Les valeurs de paramétres appartiennent au surface de bifurcation MM.

Le systéme s’écrit:
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— =z(1—-—2)—-038

dt ( ) r+vy (4.1>
—y:—3y+4 Y

dt T+y

La procédure de calcule de la dérivation optimale pour des conditions initiales (xg, yo) =

(3¢ — 9, 1) donne:

~ 0.2001 O
A

= (4.2)
3.9995 -3
Dont les valeurs propres sont:
A = 0.2001
)\2 - —3

La matrice optimale présente des valeurs propres de signe différente A\; > 0 et Ay < 0, ce
qui implique que le systéme linéarisé par la dérivée optimale est instable et fait apparaitre
Porigine comme un point selle. Alors, il est lui méme instable.

Les figures (4-1-c) et (4-1-d) représentent respectivement les champs de vecteurs du
systéme non linéaire ratio dépendant et celui de systéme linéarisé par la dérivée opti-
male. Tandis que, les figures (4-1-a) et (4-1-b) présentent respectivement les portraits de
phase du systéme linéaire (4-2) obtenu comparé & celui de systéme non linéaire (4-1), et

I’évolution de I'erreur quadratique associé a I'approximation en fonction du temps.

4.2.2 Commentaires

Les valeurs de parameétres appartiennent au surface de bifurcation MM. Alors, nous
attendons que les deux populations de proies x et de prédateurs y coexistent pour toute
condition initiale, puisque la surface de bifurcation MM divise les domaines 2 et 3 spécifiés
par la coexistence de proies x et de prédateurs y. Dans ces conditions, on est str de dire

que:
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systéme non linéaire (4.1). systéme linéarisé par la D.O de (4.2).
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-On ne peut pas assumer que c’est le cas de I'alimentation de prédateurs y sur d’autres
ressources ou non, parce que dans les deux cas, deux situations sont possibles:

*La quantité de la nourriture est suffisante: ceci suit de la conclusion que les deux po-
pulations coexistent. (Contradiction).

*La quantité de la nourriture est insuffisante: les deux populations atteindrent la co-

extinction, les prédateurs consomment toute la proie et deviennent eux mémes éteins.

(Contradiction).
-Les deux populations ne sont pas produisées de la dynamique équilibrée des deux capa-
) o v<vy+1
cités. Pour ce faire, il faut que:
y<pu<vy+1

-Une exception peut se produire dans le domaine B si les valeurs de parametres appar-
tiennent au surface de bifurcation MM. Ce résultat coincide avec le théoréme, ot on a
énoncé que pour des valeurs de v, u et v correspondant & I'une des surfaces de bifurca-
tion MM ou NN, on a affaire & un changement de structure topologique au voisinage de
Porigine O.

-La population de proies x survie toujours. Ceci revient aux prédateurs y qui ne peu-
vent pas manger toute la proie x puisqu’on a déja montré que cette derniére est la seule
nourriture de prédateurs y. C’est pourquoi ils régressent continuellement sans aller vers
I’extinction.

Des interprétations peuvent se faire en raison:

*des prédateurs eux mémes, qui sont la nourriture préférée de d’autres espéces. Il s’agit

dans cette situation d’un troisiéme niveau trophique efficace qui s’appelle Super préda-
teur.

*des prédateurs qui sont infectés par une maladie contagieuse Meurtricre.

*de la non disponibilité de proies x. Exemple: difficulté¢ de la chasse, 'immigration de

proies...
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4.2.3 Exemple 2: (v, p, v) = (1.5, 2, 2.5)

Les valeurs de bifurcation appartiennent dans ce cas & ’autre surface de bifurcation NN.

Considérant le systéme suivant:

d
3%:@1—@—25??
dy y (4.3)

zy
W syt
dt Yty

La matrice optimale donne pour ¢ = le — 6 et (zg, yo) = (3e — 10, 4e — 10)

0.4312 —0.6638

A= (4.4)
0.4551 —0.969
Dont les valeurs propres sont:
A = 0.1647
A2 = —0.7025

La matrice optimale dans ce cas prévoie un col & I’équilibre puisque les valeurs propres
sont réelles de signes opposés. Les figures (4-2-a) et (4-2-b) présentent respectivement les
portraits de phase des systémes (4-3) et (4-4) ainsi que I’évolution de I’erreur quadratique
en fonction du temps.

Les champs de vecteurs non linéaires et linéarisés par la dérivée optimale sont tracés dans

les figures (4-2-c) et (4-2-d).

4.2.4 Commentaires

Nous avons une capacité de consommation de proies v plus grande que celle croissante
prédatrice p. (v > p). Ce qui assure que la proie x est la seule nourriture de prédateurs
y. On remarque que la population de proies x diminue puis augmente. Cette décroissance
est justifiée par le fait que les prédateurs se nourrirent aux dépends de proies x. On

remarque aussi que les prédateurs y diminuent monotoniquement. Dans ces conditions,
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il est tout a fait clair de conclure que la quantité de la nourriture n’est pas suffisante. Mais
la question qui se pose: pourquoi la dynamique va changer complétement le comporte-
ment le long de la deuxiéme étape? C’est a dire pourquoi la régression de la population
de proies x ne continue pas? La réponse c’est que par exemple, les prédateurs sont
déja touchés par une maladie contagieuse meurtriére, mais 'effet de cette derniére appa-
rait & ce moment. Ou bien, ils sont infectés & ce moment d’une telle maniére que lesles
symptoémes de la maladie apparaissent directement.

Ces raisons ne favorisent pas la nourriture. (Symptome de la maladie). Méme si I’alimen-
tation existe, le nombre de proies consommées sera négligeable par rapport au nombre de
proies disponibles a cause de 'extinction de prédateurs y, et non pas tous les prédateurs.

(On obtient pas I'extinction totale de prédateurs y).

4.2.5 Exemple 3: (v, p, v) = (1.5, 2, 2.6)

En considérant le systéme suivant:

B —a)— 26—

dt Tty (4.5)
W syra '
dt YTy

On obtient pour des conditions initiales (zo, yo) = (0.6e — 10, le — 10)

~ 0.3286 —0.5875
A

_ (4.6)
0.5164 —1.048
A = 0.0531
Ay = —0.7725

La matrice optimale associée prévoie toujours un col a I’équilibre.
La similitude des champs de vecteurs est montrée par les figures (4-3-c) et (4-3-d), alors

que I’évolution des systémes (4-5) et (4-6) et 'erreur quadratique est présentée dans les
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figures (4-3-a) et (4-3-b).

4.2.6 Commentaires

Le troisieme exemple couvre le cas ou la trajectoire est liée par la droite séparatrice
X=0.

La capacité de consommation de proies v est supérieur que celle croissante prédatrice
p. (v > p). Ce qui implique que la proie x est la seule nourriture de prédateurs y. Les
particularités de notre modele ici sont indiquées d’une facon plus claire. (Domaine 4).
C’est a dire on peut obtenir en plus de I'extinction des deux populations, la coexistence
de ces derniéres (notre cas) selon les populations initiales (zg,yo). Dans ces conditions,
on est incertain d’assumer que la population prédatrice est tellement rapide que la po-
pulation de proies (u % v). Le portrait de phase confirme la coexistence malgré la haute
consommation de proies (v > v + 1). Ceci suit de la supposition de traduire cela par:
-la croissance de la population de proies qui est supérieure et rapide que celle de préda-
teurs.

-la suffisance de la nourriture consommeée.

Si c’est le contraire, comment expliquer alors le changement de la dynamique des deux
populations x et y qui s’effectue a partir de t ~ 7 et (z,y) = (13e —12,0.75e — 11)? Cela
consiste a dire que: pourquoi les populations régressent monotoniquement sans atteindre
lorigine puis survient toujours?

La réponse c’est que t ~ 7 est le temps nécessaire pour que le nombre de proies devient
plus grand devant les besoins de nourriture des prédateurs y. En conclusion, il est appro-
prié de dire que la diminution de y au commencement est due aux quelques prédateurs
qui mouraient de faim. De méme, la diminution de x est causée par la nutrition des pré-
dateurs au dépend de proies.

En effet, si les prédateurs sont les reproducteurs et les consommateurs de proies x, la
population initiale de proies xy a comme origine la population de prédateurs y en raison

de proies x qui sont la seule nourriture de prédateurs y. Par conséquent, le taux de
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reproductiondoit étre supérieur en lui comparant avec le taux de consommation de proies.
Les exemples présentés montrent le bon accord de la dérivation optimale avec le systéme
non linéaire puisque le tracé des solutions confirme la similitude des deux trajectoires.
D’un autre coté, le calcul d’erreur montre que la dérivé optimale constitue une bonne
approximation dans un voisinage du point de départ. Elle confirme aussi le type et la

nature de l’origine.

4.3 Cas ou I’équilibre O(x=0, y=0) est un noeud
stable

4.3.1 Exemple 1

Pour les valeurs de parametres (v, p, v) = (0.5, 1, 1.6) et avec des conditions initiales

(20, Yo) = (0.03, 0.9), nous avons les équations d’état

d

—x:m(l—x)—l.G Y

W _pmy Y '
dt YTy

—0.5584 —0.0017
0.9365 —0.499

Ay = DF(UUO, yo) =

La matrice optimale donne aprés 7 itérations (¢ = le — 6)

~ —0.6056 0.0014
A= (4.8)
0.9446 —0.4992

Ayant comme valeurs propres:
A= —0.6172

Ao = —0.4877
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Les matrices optimales dans ce cas prévoient un noeud stable a ’origine, puisque leurs
valeurs propres sont réelles négatives. Les solutions du systéme (4-7) et ses linéarisations
au sens de la dérivation optimale (4-8) sont représentées dans le plan de phase de la figure
(4-4-a). La figure (4-4-b) montre l'ordre de lerreur quadratique due a ’approximation.

Tandis que, les derniéres représentent les champs de vecteurs.

4.3.2 Commentaires
Les valeurs de parameétres -, p et v correspondent au domaine 4. (Lemme 1-2). La
trajectoire d’extinction est de type (1). (Lemme 2-1).

5
y=0z0(1101)  Ccew

La proie x est la seule nourriture de prédateurs y. Les conditions initiales (zq, yo) cette
fois ci permettent de prédire que les deux populations de proies x et de prédateurs
y atteindrent l'extinction. Elle est causée par la grande capacité de consommation de
proies v. (v > 7 + 1). Les prédateurs consomment toute la proie et puis deviennent eux
méme éteints. Donc, la dynamique de solutions suggere a dire que:

-La quantité de la nourriture n’est pas suffisante.

-Si les prédateurs sont les reproducteurs et les consommateurs de proies x, la population
initiale de proies xy ayant pour toujours comme origine les prédateurs y. Il consomment
ce qui produisent avec un taux de reproduction inférieur au taux de consommation de

proies.

4.3.3 Exemple 2

Nous avons appliqué la méthode de dérivation optimale en prenant par exemple le cas

ou (v, u, v) = (1.5, 1, 2.7) avec les condition initiale (zg,y9) = (5e — 10, 8¢ — 8)
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dx xy

—=x(l—z)—2.7
dt ( ) Tr+y (4.9)
W _ 15y Y .
a -~ YT ey

La matrice initiale du systéme non linéaire (4 — 9) s’écrit:

—1.6666 —0.0001
0.9876 -1.5

A(J = DF(.CI?Q yo) =

La matrice optimale est obtenue aprés 3 itérations (e = le — 6).

~ —1.6701 —0.0001
A= (4.10)
0.9889 —1.5

Ses valeurs propres sont données par:

A1 = —1.6695
A2 = —1.5006

L’équilibre est toujours un noeud stable.

Les courbes des figures (4-5-a) et (4-5-b) représentent respectivement les variations des
solutions du systéme linéaire optimal obtenu (4-10) en les comparant a celles du systéme
non linéaire (4-9) et I’évolution de lerreur quadratique associé en fonction du temps.
Les champs de vecteurs non linéaires et ses linéarisés au sens de la dérivée optimale sont

tracés dans les figures (4-5-c) et (4-5-d).

4.3.4 Commentaires

Le systéme appartient au domaine 7 de telle fagon que les valeurs de paramétres de

bifurcation vérifient les hypothéses de lemme 2-1. La courbe d’extinction posséde la forme
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de type (1). s

y=Czl'(1+0(1) CeR

On tire aussi que la proie x est la seule nourriture de prédateurs y.

A ce niveau, le plan de phase montre I'extinction de prédateurs parce qu’ils ne peuvent
pas se reproduire assez rapidement pour compenser leurs taux de mortalité 7. (u < 7).
De tels prédateurs sont inadaptés a la proie. En plus, la capacité de consommation de
proies est assez haute. (v > v+ 1). Or, chaque prédateur consomme avant I’extinction un
grand nombre de proies. Ceci explique que si le nombre de proies xy n’est pas suffisant
avant l’extinction (notre sas), la population de proies x va sans probléme a I’extinction.
Dans le cas inverse, on obtient I’état d’équilibre A(1,0). En conclusion, tout dépend des
conditions (populations) initiales (xg, yo).

Visiblement, la similitude des champs de vecteurs d’une part, et la comparaison entre
les systemes non linéaires et ses linéarisée au sens de dérivation optimale dans les deux
exemples précédents d’autre part, impliquent le bond accord de la dérivée optimale avec

les systémes non linéaires.

4.4 Cas ou I’équilibre O(x=0, y=0) est un noeud in-

stable

4.4.1 Exemple

On va prendre (v, u, v) = (0.1, 1.5, 0.21) ce qui permet d’écrire

fi—f = (1 —z) - 0.21:6"2?_/
dy y (4.11)

LY
— =—0.1 1.5——
dt y+ T+y
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On applique la méthode de la dérivée optimale. La linéarisation de F en (zg,yo) =

(1.6e — 7,4e — 8) donne:

—-1.2779 —0.1075
0.5487 —0.4328

Ay = DF(IL’O,Z/O) =

~ 0.9402 —0.0227

A= (4.12)
0.427  0.0623
Ayant comme valeurs propres:
A1 = 0.929
A2 = 0.0735

C’est valeurs nous permettent de prédire que 1’équilibre O est un noeud instable puis-
qu’elles sont réelles positives.

La figure (4-6-a) montre le plan de phase, la figure (4-6-b) représente I’évolution et la
variation de 'erreur quadratique en fonction du temps, enfin les figures (4-6-c) et (4-6-d)

montrent les champs de vecteurs.

4.4.2 Commentaires

Cette situation est réalisée pour une capacité croissante prédatrice élevée (> v+ 1) et

une autre de consommation de proies v < _E (domaine 2- lemme 2-2 ). La trajectoire
="

correspond au type (2):

y = Cz'*(1+0(1)) CeRr

On remarque aussi que la capacité croissante prédatrice p est nettement supérieure a
celle de consommation de proies v. (i > v). Ces conditions provoquent une population
prédatrice trés rapide devant celle de proies. Alors, on a affaire automatiquement & une
insuffisance du nombre de proies disponibles méme si la consommation n’est pas impor-
tante (v < v+ 1). Malgré celle-ci, on obtient la coexistence des deux populations.

En effet, c’est le cas de I'alimentation de prédateurs y sur d’autres ressources (Le principe
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de Liebig).

La capacité croissante prédatrice u sera proportionnelle par rapport au min{0.21a, bp}.
p la capacité de consommation de prédateurs y sur d’autres ressources.

a,b sont des constantes stoechiométriques.

Cependant, toujours pas de probléme concernant la similitude des champs de vecteurs,
comparaison des solutions, type et nature de I’équilibre (noeud instable) et 1’évolution

de l'erreur quadratique en fonction du temps.

4.5 Cas ou la trajectoire est sous une forme ellip-
tique

4.5.1 Exemple

On prend l'exemple ou (v, u, v) = (2.9, 5.2, 4.1) et (xo,y0) = (4de — 5,2e — 7)

Les équations d’états sont:

d
d—f:x(l—x)—zl.l "Zy
dy Ty (4.13)

x
Yo 29y +522L

r+y
La matrice optimale s’écrit:

~ 0.2945 -0.615

A= (4.14)
0.3621 —1.077
Posséde comme valeurs propres:
A1 = —0.8888
Ay = 0.1062
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et donc elle prédit un point selle.

La figure (4-7-b) montre une comparaison entre le systéme non linéaire (4-13) et son
linéaris¢ au sens de la D.O. (4-14). La figure (4-7-a) décrit 1’évolution des solutions du
systéme non linéaire (4-13) des deux populations de proies x et de prédateurs y. Tandis

que les champs de vecteurs sont tracés dans les figures (4-7-c) et (4-7-d).

4.5.2 Commentaires

Ce phénomene correspond & 1’éclatement des deux populations. Notre recherche analy-
tique a montré que le secteur elliptique est réalisé dans le modele avec tous les valeurs de
parameétres appartenant au domaine 1 pour des petites conditions initiales (lemme 1-4).

Les parametres répondent aux conditions suivantes:

1
H="
v>vy+1

v >vU

w>v+1

Le secteur elliptique dans ce cas, posséde deux formes de différents types:

29
y = Cy23L (1 +0(1)) CieR  type(l)

y = Cox*3(1 4 o(1)) Cy e type(2)
C1# Cy

Les deux populations se développent au commencement, et aprés un certain temps, dimi-
nuent simultanément d’une facon monotonique. Dans ce cadre des interprétations peuvent
se faire en raison de:

-la haute capacité de consommation de proies v.

-la capacité croissante prédatrice élevée pu.

-L’augmentation des prédateurs qui est tellement rapide que toutes les proies consommées
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(> v).
La figure (4-7-a) prouve que le nombre de prédateurs y augmente proportionnellement

avec le temps. (De t= 0 jusqu’a t~4.3). Ceci du a la disponibilité de la nourriture (proies)

le long de cette période. Cependant, a partir de t~4.3 la population prédatrice commence
a diminuer jusqu’a l'extinction. Cette décroissance est du & la non disponibilité de proies
consommées devant les besoins de consommation de prédateurs. C’est tout a fait logique
puisque la croissance prédatrice est tellement rapide (4 > v) d’une part, et la capacité
de consommation de proie v est grande de l'autre part. C’est a dire qu’en plus de la
croissance des besoins de consommation qui deviennent trés haute, chaque prédateur
consomme un nombre important de proies.

De méme, la solution x(t) de proies présente un comportement analogue a celui de pré-
dateurs y.

*t < 3.4 : la quantité de proies consommeées n’influe pas sur la croissance de la popula-
tion x.

*t > 3.4 : diminution de la population de proies x jusqu’a I'extinction. Elle est diie aux
raisons citées précédemment..

En conclusion, il est approprié de dire que l'effet de la prédation apparait sur:

-les prédateurs: a partir de t; = 4.3.

-les proies: a partir de to = 3.4.

Logiquement, l'effet de la prédation sur les proies apparait en premier lieu, puisque la
quantité de proies x influe sur les prédateurs y.

Nous avons voulu montrer que le systéme non linéaire ici a la capacité de présenter
un comportement complexe. C’est pourquoi I’évolution des solutions n’est pas la méme.
Malgré ca, la modélisation nous permet d’apprendre quelque chose d’utile sur ’aspect

qualitatif (stabilité de systéme).
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4.6 Conclusion

A la lumiére de cette étude, nous voulons montrer qu’'une bonne utilisation de la mé-
thode de dérivation optimale (choix des conditions initiales et des parametres adéquats),
peut permettre la description qualitative du comportement des populations de différents
espéces dans la nature. Cette technique peut étre utilisé comme un outil numérique puis-
sant pour ’analyse paramétrique de la stabilité de certains phénomeénes biologiques.
Autrement dit, elle peut confirmer et assurer les roles et les effets de la prédation. A titre
d’exemple:

-la nutrition d’un prédateur aux dépends de proies.

-élimination des animaux malades et enrayement des épidémies parce qu’ils sont les plus

faciles a capturer (si la consommation existe).
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Conclusion générale.
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Conclusion générale

Dans cette these, nous avons présenté une analyse paramétrique de la stabilité & 1’origine
et des régimes dynamiques d’un modeéle proie prédateur de type ratio dépendant d’Arditi
Ginzburg (1989) régi par des équations différentielles ordinaires. Pour ce faire, on utilise
la dérivée optimale puisque la dérivation classique est mise en défaut.

Nous arrivons donc a la conclusion que:

-Une efficacité faible signifie grossiérement un faible rendement a la digestion des proies,
et il est logique de penser que si ce rendement est trop faible, les prédateurs vont finir
par mourir de faim. (Domaines C et A).

-Une exception peut se produire dans le domaine E (0 < g < v, v > v+ 1) dans le
cas peu commun ou les prédateurs sont les consommateurs les treés efficaces et les tres
inefficaces de se reproduire. C’est conditions ménent normalement la proie & atteindre sa
capacité de charge.

-Les prédateurs les treés efficaces (consommation et reproduction) se trouvent dans le

systéme de domaine A. [Deux situations différentes sont possibles: Le domaine 1 et le

domaine 6 (v > et p > v+ 1)]. La, les prédateurs conduisent toujours la proie a

I’extinction et pa/rl cor?séquent, deviennent eux méme éteints.

-Par ailleurs, 'activité de notre systéme semble pouvoir étre déterminée complétement
par les entrées. C’est a dire que 'on peut décrire le développement des populations en
connaissant seulement la quantité de proies consommée, la capacité croissante prédatrice,
le taux de mortalité des prédateurs v et la condition initiale (zg,vp). A y regarder de
plus prés, cette hypothése doit étre élever, car bien des facteurs varient aléatoirement,
notamment, les paramétres climatiques, les attaques et les activités humaines et en par-
ticulier le cas de 'alimentation des prédateurs sur d’autres ressources. (Exemple 4-4).
-Quel est le temps final choisi? Voila sans aucun doute I'une des questions les plus impor-
tantes ici. On est sensé de savoir le temps final convenable pour que x(t) et y(t) restent

des quantités positives au cour de temps. Non seulement ’évolution de ces quantités peut

devenir prohibitif, mais surtout la précision des calculs sur I'ordinateur restant limitée.
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-Le facteur temps semble donc poser un probléme important pour relier les résultats
théoriques a la réalité biologique.

-La dérivée optimale constitue a I’heur actuelle un outil puissant et performant parce
qu’elle peut en générale révéler et confirmer les propriétés et les résultats écologiques
données par Arditi-Ginzburg, méme si ces derniers engendrent un comportement parti-
culier (bifurcation). Ceci est justifié par I’étude comparative basée sur le calcul de I'erreur
quadratique. De méme, les autres aspects qualitatifs (nature de systéme et type de lori-
gine) peuvent étre retrouver par cette technique.

-Cette derniére peut aussi déterminer la nature de 1’équilibre a la valeur (aux valeurs) de
bifurcation.

Parmi les prolongements possibles de notre travail, nous citons a titre d’exemple:
-L’utilisation de cette méthode pour I’'étude de la stabilité de d’autres modeéles biolo-
giques.

-On peut voir aussi les possibilités offertes par cette technique au niveau des équilibres
A et B.

-1l nous a paru essentiel de chercher autres méthodes de linéarisation qui doivent répondre
le mieux possible au comportement du systéme qui engendre le phénoméne d’éclatement
des populations.

-On peut aussi généraliser 'application de cette méthode aux différents problémes de
bifurcation.

Nous souhaitons enfin, que ce travaille puisse contribuer a sensibiliser d’avantage les étu-
diants sur l'intérét de ce theme, et que notre modeste thése trouvera sa place dans les

laboratoires de notre université.
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